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“Grande es nuestro Señor, grande es su exce-
lencia e infinita es su sabiduŕıa. Alábenle cielos;
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En esta tesis se estudian las propiedades electrónicas y de transporte de heteroestructuras
conformadas por grafeno o aislantes topológicos en contacto con materiales superconductores
(S) y ferromagnéticos (F). Inicialmente se estudia una juntura NINS (N:normal, I:aislante)
a base de grafeno con superconductividad inducida de onda d y p, incluyendo simetŕıas qui-
rales de carácter topológico, encontrándose algunos rasgos que pueden ser identificados en
experimentos. También se analizaron las propiedades de junturas ferromagnéticas y super-
conductoras sobre la superficie de aislantes topológicos 3D, incluyendo una juntura NSN para
el desdoblamiento de pares de Cooper. Las interfases FN exhiben el estado quiral del efecto
Hall cuántico anómalo, y las interfases FS los modos quirales de Majorana. Finalmente se
muestra que es posible obtener una fase topológica superconductora con simetŕıa de inversión
temporal (TRITOPS) sobre la superficie de un aislante topológico en contacto con un solo
superconductor convencional, si se considera una contribución interparidad en el potencial
de pares, y en esta fase el sistema exhibe pares de Kramers de estados de Majorana en sus
fronteras.
Palabras clave: Transporte eléctrico, Propiedades electrónicas, Grafeno, Supercon-
ductividad no convencional, Reflexiones de Andreev, Aislantes topológicos, Supercon-
ductores topológicos, Simetŕıa de inversión temporal, Modos de Majorana.
Abstract
In this thesis, we study the electronic and transport properties of heterostructures based on
graphene or topological insulators in contact with superconducting (S) and ferromagnetic
(F) materials. Initially, we consider a graphene-based NINS junction (N:Normal, I:insulator,)
with d− and p−wave induced superconductivity, including the topological chiral symmetries,
finding some features that can be identified in experiments. We also analyzed the properties
of ferromagnetic and superconducting junctions on the surface of 3D topological insulators,
including a NSN junction for Cooper pair splitting. The FN interfaces exhibit the chiral state
of the anomalous quantum Hall effect, and the FS interfaces chiral Majorana modes. Finally,
it is shown that it is possible to obtain a time-reversal topological superconducting phase
(TRITOPS) on the surface of a topological insulator in contact with a single conventional
superconductor, if an interparity pairing is considered, and in this phase the system exhibits
Kramers pairs of Majorana states at its boundaries.
Keywords: Electric transport, electronic properties, Graphene, Unconventional super-
conductivity, Andreev reflections, Topological isulators, Topological superconductors,
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5. Superconductividad topológica DIII en aislantes topológicos 3D 104
5.1. Modelo de enlace fuerte para el Bi2Se3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
5.2. Superconductividad inducida por efecto de proximidad . . . . . . . . . . . . 107
5.3. Régimen ultradelgado y diagramas de fases topológicas . . . . . . . . . . . . 109
5.4. Efecto del ancho de la placa y pares de Kramers-Majorana . . . . . . . . . . 117
6. Conclusiones y perspectivas 121
6.1. Conclusiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
6.2. Perspectivas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
A. Coeficientes matriciales para grafeno superconductor semi-infinito 127
B. Coeficientes matriciales para regiones finitas de aislantes topológicos 132
C. Función de Green de una juntura NS con interfase tipo zigzag 138
D. Estados interbrecha de las junturas NS y NN a base de grafeno 142
E. Conductancia sobre la superficie de un aislante topológico 149
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distintas configuraciones de esṕın . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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Caṕıtulo 1
Introducción
El rápido avance cient́ıfico y tecnológico de las últimas décadas se debe en gran medida a
la continua miniaturización de los circuitos integrados a base de silicio [1, 2]. Sin embargo,
estas tecnoloǵıas han alcanzado su ĺımite de reducción a la escala de los nanómetros, lo que
conduce necesariamente a la búsqueda de alternativas a la electrónica convencional [3]. La
nanoelectrónica constituye el siguiente paso a seguir [4], incorporando nuevos materiales y
estructuras a escala molecular (cintas de grafeno, nanotubos de carbono, nanoalambres se-
miconductores, interruptores moleculares, etc.), y con ellos nuevas propiedades emergentes
de carácter esencialmente cuántico. Por otra parte, la espintrónica constituye otra alterna-
tiva a la electrónica digital que pretende la manipulación dinámica del número cuántico de
esṕın del electrón para la construcción de transistores, válvulas, memorias y eventualmente
cúbits para su implementación en computación cuántica. Este tipo de dispositivos superaŕıan
ampliamente en velocidad y capacidad a los de la electrónica digital, una vez superado el
problema de disipación y decoherencia a nivel cuántico [5–7].
A partir de la conexión establecida entre el efecto Hall cuántico y la topoloǵıa por Thouless
et al. en 1982 [8] (Premio Nobel de F́ısica 2016 junto a Haldane y Kosterlitz), el estudio del
orden topológico en sistemas de la materia condensada ha cobrado gran interés, tanto por
sus implicaciones teóricas como por sus potenciales aplicaciones en dispositivos informáticos
[9–12]. El hecho de que existan nuevas fases de la materia que no estén descritas por el
rompimiento espontáneo de simetŕıas, y que puedan ser caracterizadas por una cantidad
invariante de acuerdo al grupo de simetŕıas y dimensionalidad del sistema, es sin duda un
logro importante de la f́ısica teórica de la materia condensada en las últimas décadas. Este
tipo de sistemas se caracterizan por tener una brecha de enerǵıa en el interior y estados
interbrecha ligados a las fronteras protegidos por las simetŕıas del sistema, a menos que
éstas sean rotas o que sea inducido un cambio de fase topológica al variar los parámetros del
sistema.
Desde su śıntesis experimental por Geim y Novoselov en 2004 (Premio Nobel de F́ısica
2010), el grafeno, una monocapa de átomos de carbono con estructura cristalina en forma
de panal de abejas, ha sido objeto de intensa investigación por sus inusuales propiedades
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electrónicas, ya que se trata de un semimetal descrito por una teoŕıa efectiva de Dirac, con
portadores de carga de masa cero y una relación de dispersión relativista con la velocidad
de Fermi (vF ∼ 106 m/s) como velocidad de la luz efectiva [13, 14], además de presentar una
transmisión perfecta a través de una barrera de potencial (tunelamiento Klein) [15–17] y un
efecto Hall cuántico anómalo asociado a una fase de Berry de π [13, 18], sin contar con las
robustas propiedades estructurales que le confieren los enlaces covalentes del carbono. En los
últimos años ya se ha logrado la construcción de nanotransistores de alta calidad con base
en grafeno [19, 20], y la fabricación de nanocintas con bordes bien definidos [21].
Aunque hasta ahora no hay pruebas concluyentes de la presencia de superconductividad
intŕınseca en una monocapa de grafeno, ésta puede inducirse mediante dopaje o por efecto de
proximidad al colocarlo en contacto con un superconductor [22, 23]. En los últimos años se
ha reportado evidencia de superconductividad convencional en grafeno decorado con átomos
de Litio [24, 25], Calcio [26], o crecido sobre el superconductor Renio [27]. En principio la si-
metŕıa hexagonal de la red también permitiŕıa la formación de una amplia gama de simetŕıas
no convencionales de tipo p y d [28, 29]. Recientemente se ha reportado la presencia de un
potencial de pares inducido de onda p en grafeno crecido sobre un oxido superconductor
de onda d dopado con electrones [30], y nuevos experimentos evidencian la existencia de
superconductividad no convencional intŕınseca en una bicapa de grafeno rotada [31]. Adi-
cionalmente se ha propuesto que la simetŕıa de onda d quiral podŕıa surgir intŕınsecamente
por interacciones repulsivas mediante dopado cerca a la singularidad de Van Hove [32–34],
mientras que la de onda p quiral en grafeno recubierto qúımicamente con metales alcalinos
[35].
Aparte del orden superconductor originado por el rompimiento espontáneo de la simetŕıa
de calibración y caracterizado por el potencial de pares, los superconductores quirales cons-
tituyen también una fase topológica [36–38], en donde los estados ligados a las fronteras
son estados quirales de Andreev caracterizados por el número de Chern Ch1. Estos estados
quirales pueden dar lugar a una rica fenomenoloǵıa como corrientes espontáneas de borde
[39–41], efecto Hall térmico y de esṕın cuantizados [42, 43], paredes de dominio [40], vórtices
de enerǵıa cero [40, 44] y con estos la posibilidad de obtener modos ligados de Majorana
[40, 45, 46]. Estas cuasipart́ıculas de estad́ıstica no abeliana seŕıan sus propias antipart́ıculas
y podŕıan implementarse en futuros dispositivos de computación cuántica tolerante a fallos
por decoherencia [47–51].
Las medidas de conductancia túnel en junturas metal normal-superconductor (N/S) cons-
tituyen una herramienta útil para la detección de rasgos caracteŕısticos de superconductivi-
dad no convencional [52]. En una juntura NS el transporte a voltajes por debajo de la brecha
superconductora es mediado por reflexiones de Andreev, en donde un electrón incidente a
la juntura da lugar un hueco retro-reflejado en la región normal y a un par de Cooper en el
superconductor [53, 54]. En el caso de un superconductor no convencional, la interfase NS
presenta estados ligados de Andreev [55], los cuales dan lugar a resonancias en la conduc-
tancia caracteŕısticas de cada simetŕıa [56–61]. En grafeno, este tipo de juntura da lugar a
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reflexiones de Andreev especulares para bajos dopajes de la región N, en las que el electrón
es reflejado como un hueco con un ángulo invertido [62]. El mı́nimo en la conductancia (en
eV = EF ) asociada a estos procesos ha sido confirmada experimentalmente en una bicapa
de grafeno gracias al control del dopaje de la región normal [63]. Avances en el campo ex-
perimental con grafeno han dado lugar a la producción de junturas grafeno-superconductor
operantes en el régimen baĺıstico [64], algunas mediante el encapsulamiento del grafeno con
nitruro de boro hexagonal [65, 66], como dispositivos Josephson [67] y junturas para el des-
doblamiento de pares de Cooper con puntos cuánticos de grafeno [68], lo que abre las puertas
para el estudio de superconductividad no convencional en este material mediante mediciones
precisas de la conductancia túnel.
Algunos trabajos teóricos previos han estudiado las propiedades de transporte de junturas
NS y NIS (I:aislante) con base en grafeno en el régimen baĺıstico mediante la ecuación de
Bogoliubov de Gennes-Dirac y el formalismo BTK [53], tanto para la simetŕıa de onda s
[28, 62, 69–71] como para las de onda d (no quirales) [28, 71], mientras que otros hacen uso
de métodos con funciones de Green, caracterizando aśı algunos efectos de la simetŕıa del
potencial de pares efectivo en la conductancia [72–74], o la presencia de estados ligados de
interfase asociados a la diferencia de niveles de Fermi en la juntura [75]. Otra configuración de
interés para estudiar la simetŕıa del potencial de pares es una juntura metal normal-aislante-
metal normal-superconductor (NINS), la cual da lugar a estados cuasiligados de Andreev a
modo de resonancias de Fabri-Pérot que codifican información adicional sobre la simetŕıa
del potencial de pares [76–79]. En esta tesis se estudia la conductancia túnel de una juntura
NINS con base en grafeno para algunas simetŕıas no convencionales, incluyendo las de onda
d y p quirales, mediante el formalismo de la aproximación Hamiltoniana [80] (basado en las
funciones de Green de no equilibrio [81, 82]), junto con el método de soluciones asintóticas
para el cálculo de funciones de Green [77, 79, 83, 84]. Los rasgos caracteŕısticos que exhiben
las densidades espectrales, de estados y la conductancia diferencial constituyen una referencia
útil para identificar la presencia de estas simetŕıas en grafeno mediante STM, ARPES y en
experimentos de transporte.
Los aislantes topológicos (Topological Insulators o TIs) constituyen una nueva fase to-
pológica a temperatura ambiente, caracterizada por presentar una brecha de enerǵıa en el
interior y estados conductores de helicidad en la superficie que son robustos ante impurezas
no magnéticas y defectos, esto gracias a la presencia de la simetŕıa de inversión temporal y a
una fuerte interacción esṕın-órbita que induce la inversión de bandas [9–12, 85]. La protec-
ción topológica y la correlación esṕın-momento de los estados de superficie hacen de este tipo
de sistemas materiales idóneos para la fabricación de futuros dispositivos en espintrónica y
computación cuántica libres de disipación y decoherencia [9, 10, 86]. Esta fase topológica ha
sido predicha teóricamente y confirmada experimentalmente en algunos sistemas 2D como
en los pozos cuánticos de CdTe/HgTe (efecto Hall cuántico de esṕın) [87–89], y en sistemas
3D como Bi1−x-Sbx [90, 91], Sb2Te3,Bi2Te3 y Bi2Se3 [92–95].
Estos tres últimos TIs (familia del Bi2Se3) constituyen el arquetipo de aislante topológico
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3D, siendo semiconductores con una estructura cristalina configurada en capas qúıntuples
monoatómicas triangulares, y con un único punto de Dirac superficial ubicado en el punto
gamma (TI fuerte), de manera que las propiedades electrónicas de los estados de helicidad
pueden ser descritas por una teoŕıa efectiva de Dirac simple análoga a la del grafeno, con
portadores de carga sin masa que se desplazan a velocidad vF ∼ 5× 105 m/s y con el esṕın
perpendicular al momento [9, 92, 96, 97], propiedades que resultan de especial interés teóri-
co para el estudio de fenómenos ultra-relativistas que involucren el esṕın real del electrón
[98, 99]. Inicialmente estos estados de helicidad fueron observados mediante espectroscopia
de fotoemisión resuelta en ángulo (ARPES) [93–95], ya que sus rasgos caracteŕısticos suelen
estar enmascarados por la contribución de portadores de carga del interior de las muestras en
experimentos de transporte [100–104]. No obstante, gracias al control del nivel de Fermi me-
diante dopaje o del uso de puertas de efecto de campo, se ha logrado la identificación de estos
estados en estudios de magneto-transporte, ya sea mediante el análisis de la anti-localización
débil [105–110] o de las oscilaciones de Shubnikov-de Haas [111–114]. Sin embargo, la produc-
ción de corrientes polarizadas de esṕın aptas para aplicaciones en espintrónica a temperatura
ambiente continua siendo un desaf́ıo [104, 115, 116].
El efecto de proximidad de materiales ferromagnéticos (F) y superconductores sobre la
superficie de estos TIs da lugar a una rica y novedosa fenomenoloǵıa. Aunque en principio,
el contacto de un aislante ferromagnético con la superficie de un TI conduce a la aparición
de un efecto Hall cuántico anómalo semientero caracterizado por la presencia de estados
quirales ligados a la interfase N/F [117–119], solo ha sido observada su versión entera debido
a la contribución de las múltiples superficies presentes en una muestra [120–122]. Algunos
trabajos han estudiado las propiedades de transporte de junturas magnéticas con distin-
tas orientaciones del vector magnetización y para distintas configuraciones de las regiones
magnéticas para su implementación como interruptores y dispositivos de control de corrien-
te [118, 119, 123–127]. Por otra parte, se ha predicho que el efecto de proximidad de un
superconductor convencional sobre la superficie de un TI puede dar lugar a una fase super-
conductora topológica efectiva de onda p quiral sin esṕın, cuyos vórtices y estados ligados
de Andreev de enerǵıa cero constituyen modos de Majorana [128]. En algunos experimentos
recientes sobre heteroestructuras con TIs y superconductores de onda s se ha encontrado
evidencia de la presencia de estos modos de Majorana en vórtices [129–131] o en los estados
quirales de interfase entre un aislante topológico magnético y un superconductor topológico
[132]. Además, debido al carácter relativista de los portadores de carga superficiales recien-
temente se ha encontrado evidencia del efecto Klein en una interfase NS [133], y se prevé la
presencia de reflexiones especulares de Andreev análogas a las del grafeno [62, 134].
Para elucidar la naturaleza y los rasgos de estos estados, múltiples trabajos teóricos sub-
siguientes han empleado el formalismo BTK para estudiar el transporte de junturas F/S y
S/F/S para la simetŕıas de onda s [135–142], de onda d [143–146], y de junturas F/S/F para
el desdoblamiento de pares de Cooper [147–151], mientras que otros han estudiado sistemas
similares empleando algunos métodos basados en funciones de Green para la juntura com-
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pleta [152–156]. En este trabajo se realiza una revisión de las propiedades electrónicas y de
transporte de heteroestructuras ferromagnéticas-superconductoras sobre la superficie de TIs
mediante el formalismo de funciones de Green empleado para el grafeno, haciendo especial
énfasis en el análisis de los estados interbrecha presentes en estas junturas. El método em-
pleado aqúı aventaja a otros en que las funciones de Green obtenidas para los distintos tipos
de regiones (N,F,S) pueden ser acopladas en distintas configuraciones mediante una ecuación
de Dyson para el estudio de junturas con este tipo de fases, además de que permite el cálculo
directo de las densidades espectrales y de estados (DOS). Los resultados encontrados son
consistentes con la fenomenoloǵıa reportada en la literatura y las funciones de Green deriva-
das constituyen los bloques de construcción básicos para estudios posteriores del transporte
en junturas sobre las superficie de TIs.
Recientemente ha habido un creciente interés en la posibilidad de obtener una fase to-
pológica superconductora con simetŕıa de inversión temporal (TRITOPS), que seŕıa el equi-
valente superconductor del efecto Hall cuántico de esṕın [157]. En este caso los modos de
enerǵıa cero de Andreev ligados a las fronteras conforman pares de Kramers de estados de
Majorana. A pesar de que estos modos no gozan de una operación de trenzado (braiding)
protegida [158, 159], éstos exhiben algunas propiedades de transporte [160, 161] y de esṕın
[162–165] interesantes a nivel fundamental. Se ha estudiado la fase TRITOPS intŕınseca
en sistemas 3D [166–168], encontrándose dos ingredientes básicos: una estructura electrónica
multibanda y un mecanismo que induzca potenciales de pares opuestos en éstos canales [169].
Entre estos sistemas se encuentran nanoalambres Rashba en contacto con un superconductor
de onda d [170], un superconductor a base de hierro con simetŕıa s± [171], dos nanoalambres
paralelos con un acople superconductor entre estos [158, 172, 173], o sujeto a campos Zee-
man opuestos [174]. También se ha estudiado esta fase en sistemas con interacciones de esṕın
órbita y de muchos cuerpos en proximidad con superconductividad convencional [159, 175],
aśı como sobre los estados de helicidad de TIs 2D y 3D [128, 172, 176–179] en donde la fase
TRITOPS se consigue generalmente mediante una configuración tipo SNS con una fase re-
lativa de π [128, 135, 177, 179]. No obstante, usualmente estos trabajos se basan en la teoŕıa
efectiva de Dirac para los estados de superficie, ignorando los grados de libertad de paridad
asociados a los dos tipos de átomos presentes en la estructura cristalina [97]. En este trabajo
se examinan las propiedades topológicas de un sistema conformado por una placa de TI en
contacto con un superconductor convencional mediante una versión discretizada del modelo
de Zhang [92, 96], encontrándose que puede existir una fase TRITOPS si se considera una
componente interparidad en el potencial de pares y un campo eléctrico perpendicular a la
superficie para modular y estabilizar la fase. La introducción de fronteras en el sistema para
formar un nanoalambre evidencian la presencia de pares de Kramers-Majorana interbrecha
contra-propagantes a lo largo de las fronteras. Este hallazgo aporta un nuevo mecanismo
para la posible obtención experimental de una fase TRITOPS y la detección de pares de
fermiones de Majorana.
Esta tesis está organizada en la siguiente manera: en el caṕıtulo 2 se exponen los conceptos
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básicos utilizados a lo largo del trabajo, comenzando por una revisión de los elementos de la
teoŕıa topológica de bandas, de las propiedades electrónicas del grafeno y aislantes topológi-
cos, haciendo especial énfasis en los aislantes 3D, en el modelo de Zhang para la familia
del Bi2Se3 y en el efecto Hall cuántico anómalo semientero en presencia de magnetización.
A continuación se presentan algunos aspectos de superconductividad no convencional y to-
pológica para luego examinar su presencia en aislantes topológicos y grafeno. Finalmente se
expone el formalismo de la aproximación Hamiltoniana y el método de funciones de Green
con soluciones asintóticas.
En el caṕıtulo 3 se estudian las propiedades de transporte de una juntura NINS a base
de grafeno con superconductividad no convencional de onda d y p inducida por efecto de
proximidad. Inicialmente se presentan los cálculos anaĺıticos de las funciones de Green de
las regiones de grafeno desacopladas, y luego de la función de Green perturbada para una
juntura NS, a partir de la cual son identificados los distintos tipos de estados interbrecha
presentes en la juntura: estados ligados de Andreev, de interfase y resonancias de Fabry-
Pérot. Finalmente son calculadas las densidades espectrales y la conductancia diferencial
para la juntura NINS y las distintas simetŕıas estudiadas, diferenciando aśı la contribución
de éstos estados y los rasgos distintivos de cada simetŕıa.
En el caṕıtulo 4 se examinan los alcances y limitaciones de estos métodos en el estu-
dio de las propiedades de transporte de la superficie de aislantes topológicos de la familia
del Bi2Se3 en contacto con materiales ferromagnéticos y superconductores. Inicialmente se
presenta el cálculo de las expresiones anaĺıticas para las funciones de Green de regiones de ais-
lantes topológicos desacopladas con magnetización o superconductividad inducida mediante
la elección de condiciones de frontera artificiales que conduzcan a junturas de transparencia
perfecta. Finalmente son calculadas las densidades espectrales y la conductancia diferencial
de junturas de dos y tres regiones como FF, FS, y de algunas junturas de tres regiones,
incluyendo una juntura NSN para el estudio de las reflexiones no locales de Andreev y de la
eficiencia del desdoblamiento de pares de Cooper.
En el caṕıtulo 5 se estudia la fase TRITOPS inducida por un superconductor de onda
s sobre la superficie de un aislante topológico 3D. Inicialmente se expone el método de en-
lace fuerte aplicado sobre el modelo de Zhang para el estudio de sistemas 3D en presencia
de fronteras. Posteriormente se analiza el efecto de proximidad superconductor, incluyendo
la contribución interparidad del parámetro de orden. A continuación se examinan las fases
topológicas del sistema mediante un modelo anaĺıtico en el régimen ultradelgado y se ana-
liza numéricamente la estabilidad de la fase TRITOPS para anchos mayores, incluyendo la
existencia de pares de Kramers de Majorana en presencia de fronteras. Finalmente en el




A continuación se realiza una breve exposición de los principales aspectos teóricos que
fundamentan los desarrollos de esta tesis. Inicialmente se presentan los conceptos básicos
de la teoŕıa topológica de bandas, incluyendo la fase y la curvatura de Berry. Después se
presenta la teoŕıa efectiva de Dirac para el Grafeno y las propiedades generales de los aislantes
topológicos. Luego se examina el modelo de Zhang para los aislantes topológicos 3D de la
familia del Bi2Se3 y el efecto Hall cuántico anómalo semientero sobre la superficie de estos
materiales en contacto con materiales ferromagnéticos. En seguida se presentan algunos
elementos de superconductividad no convencional, incluyendo las ecuaciones de Bogoliubov
de Gennes y las simetŕıas anisotrópicas del potencial de pares estudiadas a lo largo del
texto. Luego se examina la superconductividad topológica de la simetŕıa quiral de onda p,
el concepto de modo de Majorana y algunos ejemplos de superconductividad topológica en
grafeno y aislantes topológicos. Para finalizar se presenta el formalismo de la aproximación
Hamiltoniana y de la técnica de soluciones asintóticas para el cálculo de las funciones de
Green.
2.1. Orden topológico
La teoŕıa topológica de bandas estudia las propiedades f́ısicas de los estados de muchos
cuerpos que permanecen invariantes ante un proceso de deformación suave, en donde los
parámetros del material son variados adiabáticamente de manera que el sistema permanezca
en su estado fundamental [9–11]. Esto implica que el sistema debe presentar una estructura de
bandas de “tipo aislante” en donde exista una brecha de enerǵıa permanente entre su estado
base y sus estados excitados. Aśı, dos sistemas se consideran topológicamente equivalentes si
éstos pueden relacionarse entre śı a través de un proceso de deformación suave. Generalmente
a un sistema se le considera topológico si su estructura de bandas no es topológicamente
equivalente a la del vaćıo1 el cual se considera trivial [9]. Luego, en la interfaz entre dos fases
1Considerando el vaćıo como un aislante con brecha de enerǵıa igual a 2mec
2.
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Simetŕıa d
AZ T C Π 1 2 3 4 5 6 7 8
A 0 0 0 0 Z 0 Z 0 Z 0 Z
AIII 0 0 1 Z 0 Z 0 Z 0 Z 0
AI 1 0 0 0 0 0 Z 0 Z2 Z2 Z
BDI 1 1 1 Z 0 0 0 Z 0 Z2 Z2
D 0 1 0 Z2 Z 0 0 0 Z 0 Z2
DIII −1 1 1 Z2 Z2 Z 0 0 0 Z 0
AII −1 0 0 0 Z2 Z2 Z 0 0 0 Z
CII −1 −1 1 Z 0 Z2 Z2 Z 0 0 0
C 0 −1 0 0 Z 0 Z2 Z2 Z 0 0
CI 1 −1 1 0 0 Z 0 Z2 Z2 Z 0
Tabla 2-1: Tabla periódica de las aislantes y superconductores topológicos según la clasi-
ficación de Altland-Zirnbauer [10]. ±1 indica el valor esperado de T 2 y C2, Z y Z2 indican
el tipo de invariante presente en cada dimensión d y 0 indica la ausencia de una simetŕıa o
invariante. El patrón de la tabla se repite con periodicidad d→ d+ 8.
topológicas no equivalentes ocurre necesariamente un cierre de la brecha de enerǵıa, dando
lugar a una transición de fase topológica y a la aparición de modos conductores ligados a
la frontera, hecho que se conoce como correspondencia interior-frontera: una estructura de
bandas no trivial en el interior implica un carácter metálico en la frontera [9–11]. De manera
análoga a las fases convencionales de la materia condensada, las fases topológicas también
pueden caracterizarse por un parámetro de orden llamado invariante topológico. La tabla
2-1 se conoce como la tabla periódica de las aislantes y superconductores topológicos. En
ésta se presentan las diez clases de simetŕıa de Altland-Zirnbauer2 de los Hamiltonianos de
Bloch que pueden ser caracterizadas por un invariante topológico según la dimensionalidad
d del sistema. Las clases de simetŕıa son especificadas por la presencia o ausencia de tres
simetŕıas fundamentales: simetŕıa de inversión temporal T , simetŕıa de conjugación de carga
o electrón-hueco C y la simetŕıa quiral Π ≡ CT definidas por las siguientes relaciones
T H (k) T −1 = H (−k) , (2-1)
CH (k) C−1 = −H (−k) , (2-2)
ΠH (k) Π−1 = −H (k) . (2-3)
Por ejemplo, la fase del efecto Hall cuántico (entero o anómalo) pertenece a la clase A,
la de los aislantes topológicos a la clase AII, la superconductividad quiral de onda p a la
clase D, la quiral de onda d a la clase C y la superconductividad topológica con simetŕıa
T (TRITOPS) a la clase DIII. En esta tabla aparecen dos tipos de invariantes topológicos,
2 según su la clasificación para las matrices aleatorias.
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el invariante Z que es un entero y el invariante Z2 que es un entero binario. El invariante
Z generalmente está relacionado con el primer número de Chern (Ch1) mientras que el
invariante Z2 usualmente está asociado a la paridad del número de Chern PCh1 = (−1)
Ch1 .
En términos del invariante topológico, la correspondencia interior-frontera implica que el
número N de modos protegidos ligados a la interfase entre dos sistemas con la misma clase
de simetŕıa, es proporcional a la diferencia de valores del invariante topológico en la frontera.
El número de Chern es en general un indicador de la “curvatura” del espacio de Bloch
como se ilustrará a continuación para el caso 2D. Debido a la libertad en la elección de
la calibración de las función de Bloch, éstas pueden estar acompañadas por un factor de
fase local arbitrario en el espacio de parámetros (|un (k)〉 → eiφ(k) |un (k)〉). Usualmente
éste puede ser removido globalmente mediante una transformación de calibración, excepto
cuando el sistema tiene una estructura topológica no trivial.
La evolución adiabática de un estado de Bloch a través de una curva cerrada C en el
espacio de parámetros da lugar a una fase geométrica invariante de calibración conocida
como la fase de Berry γ




dk · An (k) =
∫
S
dkxdkyFnxy (k) , (2-5)
en donde el vector An (k) es la conexión de Berry y Fnxy (k) es el tensor de curvatura de
Berry o intensidad de campo asociadas a la banda de valencia n
An (k) ≡ i 〈un (k) |∇k|un (k)〉 , (2-6)
Fnxy (k) ≡ ∂kxAnky (k)− ∂kyA
n
kx (k) . (2-7)
Luego, una fase de Berry no nula para un contorno C dado implica que el transporte para-
lelo del estado de Bloch a lo largo de esta curva en el espacio de parámetros es una operación
no trivial como ocurre con un vector en un espacio curvo. Es notable además la semejanza
que hay entre An (k) y Fnxy (k) con un potencial vectorial y un campo magnético respectiva-
mente [fig. 2-1 a)], ya que incluso se comportan de manera análoga ante transformaciones
de calibración
An (k) → An (k)−∇kφn (k) , (2-8)
Fnxy (k) → Fnxy (k) . (2-9)
Para un sistema 2D, la integral de la curvatura de Berry sobre la primera zona de Brillouin








d2kFnxy (k) . (2-10)
Considerando el teorema de Stokes y debido a la periodicidad respecto a la ZB, esta
integral es nula si el vector An no es singular en la 1aZB. En caso contrario, mediante una

























Figura 2-1: a) Representación esquemática del flujo de la curvatura Fnxy y la circulación de
la conexión An asociadas a la fase de Berry para un sistema 2D. b) Contorno de integración
en la 1aZB para el cálculo del número de Chern en presencia de una singularidad.
transformación de calibración la integral de superficie (2-10) puede reducirse a una integral








dk · ∇kφn (k) ,
en donde C ′ es el contorno de integración que circunda al punto singular [fig. 2-1 b)]. Ya
que eiφn(k) es una función univaluada en C ′, esta integral debe ser igual a 2πn con n ∈ Z.
Esto prueba que la presencia de singularidades para An y Fnxy está asociada a la existencia
de un entero no nulo denominado primer número de Chern.
Considerando que Fnxy puede expresarse en una base completa de estados de H (k) (2-7)
como [12]






queda claro que los puntos singulares de Fnxy coinciden con los puntos de degeneración de las
bandas de enerǵıa. Aśı, a diferencia del campo magnético, la curvatura de Berry presenta
fuentes puntuales o “monopolos” que corresponden a los puntos de cruce de las bandas. Para
un sistema 2D con brecha, el número total de Chern se define como la suma de los números







El número de Chern es un invariante topológico y puede ser empleado de forma similar
a un parámetro de orden ya que permanece inalterado a menos que la variación de los
parámetros del sistema induzca una transición de fase al modificar el número de cierres de
la brecha de enerǵıa en la 1aZB. Ya que el número de Chern es además un invariante de












Figura 2-2: a) Estructura cristalina del Grafeno. Los vectores ai definen la base de la red
de Bravais de los sitios A, mientras que los tres vectores di conectan los sitios A con los B.
La distancia media entre carbonos a ' 0.142 nm define el parámetro de red. b) Relación
de dispersión del grafeno en la (1aZB) a primeros vecinos. En la ampliación se aprecia con
detalle uno de los conos de Dirac.
calibración, este puede ser un observable del sistema como ocurre en el efecto Hall cuántico,
en donde se relaciona al número de modos quirales ligados al borde y a la cuantización de
la conductancia Hall.
2.2. Grafeno
El grafeno es una monocapa de grafito en donde los átomos de carbono se encuentran
organizados en una estructura cristalina hexagonal, compuesta de dos subredes triangulares
superpuestas A y B [13, 14, 98] [fig. 2-2 a)]. En esta configuración, los electrones de los
orbitales pz son los que participan en los procesos de conducción, por lo que resulta natural






[ĉ†B (rA + dα) ĉA (rA) +H.c], (2-13)
en donde t ' 2.8eV es la enerǵıa o parámetro de “salto” entre electrones de átomos adyacen-
tes y los operadores ĉσ̃ (ri) destruyen un electrón en el sitio i de la subred σ̃. La contribución
al Hamiltoniano de los saltos entre los vecinos siguientes más cercanos será despreciada
debido a que implica una corrección del orden de ∼ t/10. Este Hamiltoniano puede ser
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ĉ†l (k)Hlm (k) ĉm (k) , (2-15)
en donde k se restringe a la 1aZB y H (k) está dado por
H (k) = ε1 (k) σ̃x + ε2 (k) σ̃y, con (2-16)
ε1 (k) = t
3∑
α=1
cos (k · dα) , ε2 (k) = t
3∑
α=1
sen (k · dα) ,

















Diagonalizando H (k) se obtiene el espectro de enerǵıa [fig. 2-2 b)]
E (k) = ±
√
ε21 (k) + ε
2
2 (k), (2-18)
en donde el signo (−) corresponde a la banda de valencia y el signo (+) a la banda de conduc-
ción. Estas dos bandas se interceptan en cada punto de la red rećıproca, que esta constituida
por dos clases de puntos no equivalentes pertenecientes a diferente subred triangular (por
ejemplo ±Kŷ de la 1aZB en [fig. 2-2) b)]. Al expandir las funciones εi (k) hasta primer orden
respecto al momento alrededor de alguno de estos puntos (±K + k̃,
∣∣∣k̃∣∣∣|K| ), se obtienen
un Hamiltoniano de Dirac 2D sin masa efectivo (redefiniendo k̃→ k)
H± (k) ' ~vF (kσ̃x ± qσ̃y) , (2-19)
en donde vF = 3at/2~ y con espectro
E (k) ' ±~vF |k| . (2-20)
Aśı, en la vecindad de estos puntos de Dirac ±K o valles los portadores de carga se
comportan como fermiones relativistas sin masa, en donde el “esṕın” corresponde al ı́ndice
de subred y la “velocidad de la luz” a una velocidad de Fermi independiente de la enerǵıa
(vF ∼ 106 m/s). Además la relación de dispersión lineal asociada (cono de Dirac) [fig. 2-
2 b)], confiere a los portadores de carga una transmisión perfecta a incidencia normal al
atravesar una región de potencial constante, fenómeno conocido como tunelamiento Klein
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[15, 17]. Por ejemplo, en el régimen E  V la probabilidad de transmisión en función del
ángulo de incidencia θ para un potencial escalón está dada por
T (θ) =
2 cos θ
1 + cos θ
, (2-21)
mientras que para una barrera de potencial rectangular de ancho d es
T (θ) =
cos2 θ




es el momento transversal al interior de la barrera. En este último caso existen
ángulos adicionales de transmisión perfecta dados por la condición k
′
d = nπ debido a la
formación de resonancias geométricas de Fabry-Pérot (FPR)3 en medio de la barrera.
La función de onda total de los portadores de carga para bajas enerǵıas es una superpo-
sición de las contribuciones de cada uno de los valles
ψ̂ (r) = c+e
iK·rφ̂+ (r) + c−e
−iK·rφ̂− (r) , (2-23)
en donde φ̂± (r) son los espinores solución de la ecuación de Dirac 2D para cada valle en el
espacio real (k→ −i∇r)
H± (r) φ̂± (r) = Eφ̂± (r) . (2-24)
El hecho de que existan dos conos de Dirac para el grafeno es una consecuencia del teorema
de duplicación fermiónica de Nielsen-Ninomiya [181] que establece que en un sistema con
simetŕıa de inversión temporal el número de puntos de Dirac presentes en la 1aZB debe
ser par. Es importante resaltar que los Hamiltonianos efectivos asociados a cada valle se
encuentran relacionados mediante la siguiente operación de inversión temporal [62]
T0 = σ̃zK, (2-25)
en donde K es el operador de conjugación de carga, de modo que el Hamiltoniano unificado
para ambos valles
H0 = diag(H+,H−), (2-26)
satisface la simetŕıa de inversión temporal (2-1)
T = κx ⊗ T0 = T −1, (2-27)
en donde κi son las matrices de Pauli en el espacio de los valles. Aunque el grafeno es un
sistema sin brecha de enerǵıa y por ende topológicamente trivial, resulta ilustrativo calcular
3Fabry-Pérot Resonances. Este nombre por la semejanza de estas resonancias con las producidas en un
interferómetro óptico de Fabry-Pérot o etalon.
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algunas de sus propiedades geométricas en el espacio de fases. Los estados propios de los
Hamiltonianos (2-19) están dados por







con η = ±1 el ı́ndice de banda y eiθ = (k + iq) / |k|. Las respectivas conexiones de Berry son
independientes de η y están dadas por
















d2kFxy,± (k) = ∓π, (2-30)
de aqúı se sigue que las curvaturas de Berry sean opuestas entre valles
Fxy,± (k) = ∓πδ (k) ,
y que el primer número de Chern para el Grafeno sea cero. No obstante, estas fases de Berry
están asociadas a la quiralidad de los estados electrónicos y al efecto Hall cuántico anómalo
en el grafeno [13, 18].
2.3. Aislantes topológicos
Los aislantes topológicos pertenecen a la clase AII y se encuentran caracterizados úni-
camente por la simetŕıa de inversión temporal. Al igual que en los aislantes comunes, en
el interior éstos presentan una brecha de enerǵıa prohibida entre la banda de valencia y la
banda de conducción. No obstante, debido a la fuerte interacción esṕın-órbita presente en
este tipo de materiales, estas invierten su orden en la 1ZB. Aśı, en la superficie del material
la influencia de la interacción esṕın-órbita decae rápidamente y las bandas recobran su orden
regular, dando lugar al cerramiento de la brecha de enerǵıa y por ende a estados conductores
superficiales.
La presencia de la simetŕıa de inversión temporal en estos sistemas trae consigo algunas
consecuencias importantes como se ilustrará a continuación. En un sistema de part́ıculas de
esṕın 1/2, los operadores momento y esṕın
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(con σ = σxx̂ + σyŷ + σzẑ el vector de las matrices de Pauli) deben transformar bajo la
operación de inversión temporal en la siguiente forma
T pT −1 = −p, (2-33)
T sT −1 = −s. (2-34)
Aśı, para estos sistemas el operador T puede ser construido como una combinación de la
matriz σy y el operador de conjugación compleja K
T = iσyK, (2-35)
T |u↑ (k)〉 = |u↓ (−k)〉 .
Este operador es antiunitario ya que satisface las propiedades
T 2 = −1, (2-36)
〈T u1 (k) |T u2 (k′)〉 =
〈
u1 (k) |T †T |u2 (k′)
〉
= 〈u1 (k) |u2 (k′)〉∗ .
En un sistema con simetŕıa de inversión temporal el Hamiltoniano de Bloch satisface
la relación (2-1). Luego si |u↑ (k)〉 es un autoestado de H (k), el estado |u↓ (−k)〉 es un
autoestado de H (−k) con la misma enerǵıa
H (k) |u↑ (k)〉 = E↑ (k) |u↑ (k)〉 , (2-37)
H (−k) |u↓ (−k)〉 = E↑ (k) |u↓ (−k)〉 , (2-38)
E↑ (k) = E↓ (−k) . (2-39)
Luego, la estructura de bandas de un sistema con simetŕıa de inversión temporal es simétri-
ca respecto a la inversión del momento del cristal. En los momentos con simetŕıa de inversión
temporal Γi (Γi = −Γi + G con G un vector de la red rećıproca), se cumple
E↑ (Γi) = E↓ (Γi) , (2-40)
〈u↓ (Γi) |u↑ (Γi)〉 =
〈
T u↑ (Γi) |T 2u↑ (Γi)
〉
= −〈u↓ (Γi) |u↑ (Γi)〉 = 0.
Por lo tanto, en un sistema de esṕın 1/2 con simetŕıa de inversión temporal, los estados de
enerǵıa están doblemente degenerados en los puntos Γi. Este resultado constituye el Teorema
de Kramers [182], y el conjunto del estado |u↑ (k)〉 con su conjugado de inversión temporal
|u↓ (−k)〉 recibe el nombre de par de Kramers.
Otra consecuencia importante de la simetŕıa de inversión temporal es la ausencia de
retrodispersión4 o de dispersión entre estados de un par de Kramers a causa de un potencial
que respete la simetŕıa de inversión temporal ([V, T ] = 0)
〈u↓ (−k) |V |u↑ (k)〉 =
〈
T u↑ (k) |V |T 2u↑ (k)
〉
= −〈u↓ (−k) |V |u↑ (k)〉 = 0. (2-41)
4En el régimen dispersivo esta propiedad da lugar a la anti-localiación débil o WAL (Weak anti-
localization.)
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Esto también puede ser entendido si se considera que el esṕın debe rotar un ángulo π
en el proceso de dispersión, rotación que puede lograrse a través de dos caminos distintos,
uno horario y otro antihorario, lo que implica una fase de rotación del espinor de +π/2 y
−π/2 respectivamente. Ya que entre estos dos procesos existe una diferencia de fase relativa
de π, éstos interfieren destructivamente anulando la probabilidad de retrodispersión [9]. Aśı,
gracias a la presencia de la simetŕıa de inversión temporal en los aislantes topológicos sus
estados de superficie constituyen pares de Kramers y están protegidos frente a la retrodis-
persión causada por impurezas no magnéticas o defectos, lo que disminuye notablemente los
efectos de disipación.
Como se hab́ıa mencionado, la interacción esṕın-órbita en este tipo de materiales juega
un papel esencial en la inversión de las bandas que enmarcan la brecha de enerǵıa. Esta
básicamente consiste en una interacción de tipo Zeeman entre los momentos magnéticos
asociados al esṕın y el momento angular orbital del electrón
Heo = αL · s, (2-42)
siendo α el parámetro de acople de la interacción. Ya que esta interacción preserva la simetŕıa
de inversión temporal, esta solo rompe la degeneración de esṕın fuera de los puntos Γ. Los
efectos de la interacción esṕın-órbita se reflejan también en las propiedades electrónicas de
los estados superficiales. Éstos se caracterizan por ser estados de helicidad, es decir, estados
en los que la dirección del esṕın medio de los portadores de carga está ligada al momento,
usualmente formando un ángulo de 90◦. Esto resulta razonable si se considera que el potencial
de la interacción esṕın-órbita efectivo en la superficie por lo general es de tipo Rashba [183]
VR = αR (σ × k) · n̂, (2-43)
en donde αR es el parámetro de acoplamiento de Rashba y n̂ el vector normal a la superficie.
Esta interacción efectiva es el resultado de la interacción esṕın-órbita y de la asimetŕıa del
potencial electrostático del cristal en dirección perpendicular a la superficie. Como puede
observarse, este es un Hamiltoniano tipo Dirac, por lo que no resulta extraño que los por-
tadores de carga superficiales sean fermiones de Dirac. El hecho de que el esṕın medio de
los portadores de carga esté ligado al momento, sumado a la ausencia de retrodispersión,
hace de éstos materiales candidatos idóneos para la construcción de posibles dispositivos en
espintrónica [9, 10, 86].
De acuerdo con la tabla 2-1, para la clase AII el invariante topológico en 2D y 3D es de
tipo Z2. Para comprender este hecho se considerará a continuación el caso 2D. En presencia
de la interacción esṕın-órbita el esṕın no es un buen número cuántico, razón por lo cual no es
posible definir un número de Chern para cada una de las polarizaciones de sz. Sin embargo,
debido a la simetŕıa de inversión temporal, es posible separar el espacio de Hilbert en dos,
un subespacio para cada miembro de un par de Kramers. Debido a la simetŕıa de inversión





Aunque fuese posible caracterizar la topoloǵıa del sistema mediante el número de Chern de
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alguno de los subespacios de Kramers, su definición no estaŕıa libre de cierta arbitrariedad.
No obstante, se puede formular una definición uńıvoca del invariante ν2D a partir de la
paridad del número de Chern de cualquiera de los subespacios [180]
PCh1 = (−1)
(Ch1)↑k = (−1)(Ch2)↑k = (−1)ν2D . (2-44)
Aśı, la fase trivial corresponde al valor PCh1 = 1 (ν2D = 0, 2, ...) y la topológica a PCh1 =
−1 (ν2D = 1, 3, ...). Como se hab́ıa mencionado, el número de Chern es un indicativo de
la “carga” total de los monopolos asociados a los puntos de cierre de la brecha de enerǵıa
dentro de la 1aZB. Luego, en un aislante topológico el número de estos cierres debe ser
impar. Debido a la correspondencia interior-frontera, el número de pares de Kramers NK
ligados a la interfaz entre un aislante topológico y uno trivial está relacionado con el cambio
del invariante ∆ν2D en la frontera mediante la expresión [10]
NK = ∆ν2Dmod2. (2-45)
Por tanto, los aislantes topológicos pueden caracterizarse por el número de modos inter-
brecha presentes en las fronteras. En la figura 2-3 se ilustra esquemáticamente la estructura
de bandas de un aislante topológico débil y un aislante topológico fuerte. En medio de la
brecha de enerǵıa (en blanco) se muestran las bandas de estados superficiales que conforman
parejas de Kramers con esṕın arriba (rojo) y esṕın abajo (azul). En un aislantes topológi-
co débil [fig. 2-3 a)] siempre se cruzan las mismas bandas en los puntos Γi y el número
de pares de Kramers a un nivel de Fermi dado siempre es par. Cualquier perturbación no
magnética en la superficie podŕıa desplazar completamente estas bandas junto con los cruces
hacia la banda de conducción o de valencia dejando libre de estados la brecha de enerǵıa.
En contraste, en un aislante topológico fuerte [fig. 2-3 b)] las bandas de pares de Kramers
que se cruzan en los puntos Γi son diferentes y el número de pares de Kramers a un nivel
de Fermi dado siempre es impar. Aśı, a pesar de que las bandas y los cortes sean desplaza-
das energéticamente por una perturbación no magnética, las bandas superficiales no pueden
ser removidas completamente de la brecha de enerǵıa [10, 85, 90]. En esto último radica la
protección topológica de la simetŕıa de inversión temporal.
En el caso de los aislantes 3D la caracterización topológica requiere la especificación de
cuatro ı́ndices topológicos Z2 debido a la estructura 3D de la 1aZB. Sin embargo, solo uno
de éstos denominado el ı́ndice Z2 3D (ν3D) define cuando un aislante topológico 3D es fuerte
y goza de la protección topológica de la simetŕıa de inversión temporal frente a impurezas y
desorden [10, 180]. Un valor de ν3D = 1 indica que la superficie de Fermi encierra un número
impar de puntos de Dirac para los estados interbrecha superficiales, que para bajas enerǵıas
y momentos alrededor de los puntos Γi satisfacen un Hamiltoniano efectivo tipo Zeeman de
dos niveles
Hs (k) = σ ·m (k) , (2-46)
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Figura 2-3: a) Esquema de la estructura de bandas de los estados de superficie a) para
un aislante topológico débil, b) para un aislante topológico fuerte. La región sombreada
representa los estados del continuo. Adaptado de [85].
en donde m (k) es una función vectorial lineal en k. El que haya un número impar de
puntos de Dirac parece violar el teorema de Nielsen-Ninomiya. No obstante, esta paradoja
se resuelve al considerar que los puntos de Dirac complementarios residen en la superficie
opuesta del sistema 3D [10]. El hecho de que exista un número impar de puntos de Dirac en
la superficie significa que ésta se comporta como medio metal 2D, ya que para cada momento
del cristal existe una única polarización del esṕın medio debido al carácter helicoidal de los
estados. Aśı, la protección topológica de la simetŕıa de inversión temporal radica en que
en ausencia del punto de Dirac complementario, una impureza o desorden que respete esta
simetŕıa necesariamente debe retrodispersar el estado a su conjugado de inversión temporal,
proceso que presenta una amplitud de probabilidad nula como se hab́ıa mostrado en (2-41).
2.4. Modelo Hamiltoniano de Zhang para los aislantes
topológicos de la familia del Bi2Se3
La familia de aislantes topológicos 3D Sb2Te3,Bi2Te3 y Bi2Se3 se caracteriza por presentar
un único punto de Dirac superficial ubicado en el punto Γ (k = 0), lo que los convierte en
materiales modelo de un aislante topológico fuerte. Este comportamiento fue primero previs-
to teóricamente al analizar la estructura electrónica de estos materiales mediante métodos
ab initio [92, 96] y confirmado experimentalmente mediante la técnica de espectroscopia de
fotoemisión resuelta en ángulo (ARPES)5 [93–95]. El hecho de que estos materiales sean cris-
tales estequiométricos y presenten un único punto de Dirac, permite su descripción unificada
en la cercańıa del punto Γ a través de un modelo Hamiltoniano simple.
5Angle-resolved photoemission spectroscopy.
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Esta familia de materiales presenta una estructura cristalina organizada en unidades pla-
nares llamadas capas qúıntuples. Cada capa qúıntuple consiste en un grupo de cinco capas
monoatómicas de estructura triangular, apiladas una sobre otra de forma que las capas de
cada elemento aparecen alternadas. Por ejemplo en el Bi2Se3 las capas del Se aparecen en
el medio y en las superficies de la capa qúıntuple, separadas entre śı por dos capas de Bi
[fig. 2-4]. Los enlaces al interior de una capa qúıntuple son fuertes mientras que entre capas
qúıntuples son débiles y principalmente de tipo Van der Waals. Se observa además que en las
capas qúıntuples del Bi2Se3, los átomos de Se de la capa central juegan el papel de centros
de inversión. Aśı, la presencia de la simetŕıa de inversión espacial garantiza que puedan cons-
truirse estados propios del sistema con una paridad bien definida. Estos materiales presentan
además una estructura cristalina romboédrica con simetŕıa de rotación triple al rededor del
eje z.
Los cálculos ab initio muestran que las bandas más cercanas al nivel de Fermi corresponden
principalmente a los orbitales hibridizados pz de paridad (+) del Bi y de paridad (−) del
Se con ambas polarizaciones de esṕın {|+ ↑〉 , |+ ↓〉 , |− ↑〉 , |− ↓〉}, y que éstas invierten su
orden regular en el punto Γ al introducir una interacción esṕın-orbita al sistema de la forma
Heo = αL · s, con parámetros de acople superiores al 60 % de sus valores estándar [92]. Aśı,
queda de manifiesto que la interacción esṕın-órbita es la responsable del carácter topológico
en esta familia de materiales. Teniendo en cuenta estos resultados y las simetŕıas presentes en
el sistema, las cuales son inversión temporal (T = τ̃0⊗iσyK), inversión espacial (P = τ̃z⊗σ0)
y rotación triple (C3 = τ̃0 ⊗ iπ3σz) al rededor del eje z, Zhang et al. [92] desarrollaron
un modelo Hamiltoniano efectivo para bajos momentos y enerǵıas al rededor del punto Γ,
conservando solo términos hasta segundo orden en k [184] (siendo σi y τ̃i , con i = x, y, z,
las matrices de Pauli en los espacios de esṕın y paridad, y σ0,τ̃0 las matrices unidad en cada
subespacio)
H(k) = εk +
∑
i ~vikiα̂i +Mkβ̂, (2-47)
en donde










α̂i = τ̃x ⊗ si, β̂ = P , (2-50)
vx = vy, Dx = Dy, Bx = By, (2-51)
y con los parámetros C, Di, Bi, vi y M0 ajustados a los resultados del método ab initio
para cada material. En particular para el Bi2Se3 se tiene: C = −0.0083eV, Dx = 30.4eVÅ2,
Dz = 5.74eVÅ
2, vx = v = 3.33 eVÅ/~ ' 0.51 × 106 m/s, vz = 2.26 eVÅ/~, M0 = 0.28eV,
Bx = 44.5eVÅ
2 y Bz = 6.86 eVÅ
2 [9]. Exceptuando el primer término, el Hamiltoniano (2-
47) tiene la forma de un Hamiltoniano de Dirac relativista, en donde el término de “masa”
que acompaña a β̂, depende ahora del momento. El primer término altera levemente la
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Figura 2-4: a) Estructura cristalina del Bi2Se3 en donde los ti son los vectores de la celda
primitiva y la capa qúıntuple se muestra enmarcada por un recuadro rojo. b) Vista superior
a lo largo del eje z de la estructura cristalina en donde se observan los tres tipos distintos
de sitio existentes en las redes triangulares que conforman la capa qúıntuple. c) Vista lateral
de la capa qúıntuple en donde se aprecia el orden de apilamiento de las distintas monocapas
triangulares de Bi y Se. Los sitios de las capas Se1 y Bi1 están relacionados con los de
las capas Se1’ y Bi1’ a través de una operación de inversión respecto a los átomos de Se2.
Adaptado de [92].
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simetŕıa electrón-hueco del sistema y puede omitirse sin afectar las propiedades topológicas
del sistema. El término cuadrático en la masa efectiva es el responsable del carácter topológico
al invertir la brecha de enerǵıa efectiva Mk en la 1
aZB, mientras que el término lineal en el
momento, atribuido a la interacción esṕın-órbita, puede ser interpretado como un término
cinético de Dirac aunque con anisotroṕıa respecto a la dirección z. Finalmente el parámetro
M0 que determina el ancho de la brecha de enerǵıa en el punto Γ, correspondeŕıa a la enerǵıa
en reposo. Nótese además que al igual que su contraparte relativista, las matrices α̂i y β̂
también satisfacen las siguientes relaciones algebraicas
α̂iα̂j + α̂iα̂j = 2δijI4×4, (2-52)
α̂iβ̂ + β̂α̂j = 0, (2-53)
β̂2 = I4×4. (2-54)





τ̃0 ⊗ σz, sx = ~2 τ̃z ⊗ σx, sy =
~
2
τ̃z ⊗ σy. (2-55)
En vista de la asimetŕıa que presentan las componentes de esṕın sx y sy en el espacio de
paridad, resulta conveniente expresar el Hamiltoniano en una base en donde el operador de




τ̃0 ⊗ σ. (2-56)
Esto puede lograrse mediante la transformación unitaria [97]




+ i (σ · n) τ̃0 − τ̃z
2
,
en donde n es el vector normal a las capas qúıntuples. Aplicando esta transformación para
n = +ẑ las matrices α̂i en el Hamiltoniano (2-47) transforman como
α̂x → −α̂y,
α̂y → α̂x,
α̂z → τ̃y ⊗ σ0.
Para examinar las propiedades de los estados superficiales, se buscarán soluciones de
enerǵıa cero en el punto Γ para (2-57), esto es, con momento imaginario en la dirección
perpendicular a la superficie, y momento nulo en la dirección paralela a ésta. Aśı, para el
plano ±ẑ (kz = iλ, kx = ky = 0) los estados solución son [97]∣∣u±ẑe (z)〉 = 1√2 (1, 0,±1, 0)T f± (z) , (2-58)∣∣v±ẑe (z)〉 = 1√2 (0, 1, 0,±1)T f± (z) ,
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en donde la función envolvente f± (z) satisface las condiciones de frontera f± (z = 0) =
f (z = ∓∞) = 0










)2 − λ21(2) (~vz)2 = 0. (2-60)
Para el Bi2Se3 λ1(2) = (0.165± 0.117 10i)Å−1 y f± (z) = Ae±(Reλ1)zsen (zImλ1). Estas
soluciones son por lo tanto evanescentes hacia el interior del material. Proyectando el Ha-









con i, j = u, v) se
obtiene el siguiente Hamiltoniano efectivo para las superficies ±ẑ [92, 119]
H±ẑs (k) ' ±~v (σ × k)z . (2-61)
Este es un Hamiltoniano de Dirac 2D sin masa de la forma (2-46) con d (k) = ~v (q,−k)
que se caracteriza por presentar una relación de dispersión lineal para los portadores de carga
(o cono de Dirac)
E (k) ' ±~v |k| , (2-62)
y en el espacio real da lugar a una textura de esṕın helicoidal para los estados de superficie
[9], en donde la densidad local de corriente j±ẑ (r) es perpendicular a la densidad local de
esṕın S (r) = ψ† (r) sψ (r),
j±ẑ (r) =∓ 2vx~ S (r)× ẑ. (2-63)
Es decir, los modos superficiales son estados de helicidad, en donde el esṕın y el momento
de los portadores de carga forman un ángulo recto [fig. 2-5]. Además, las superficies z tienen
helicidades opuestas (levógira para la cara +ẑ y dextrógira para la cara −ẑ), al igual que
las bandas de valencia y de conducción. Este carácter helicoidal de los estados superficiales
ha sido observado experimentalmente en el Bi2Se3 mediante ARPES con resolución de esṕın
[93–95].
2.5. Efecto Hall cuántico anómalo semientero
El contacto superficial de un TI con un aislante ferromagnético con campo de intercambio
o magnetización M ẑ, induce un término de masa M en el Hamiltoniano superficial (2-61)
obteniéndose
Hs (k) = ~v (qσx − kσy) +Mσz, (2-64)







Figura 2-5: Relación de dispersión cónica asociada a los estados de superficie del aislante











Figura 2-6: a) Superficie de un aislante topológico en contacto con un material ferromagnéti-
co con vector magnetización M perpendicular a la superficie. Las flechas en amarillo repre-
sentan el sentido de circulación de los estados quirales ligados a la interfase. b) Relación de
dispersión de los estados superficiales en la interfase con brecha de enerǵıa 2M .
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cuyo espectro de enerǵıa es
E (k) = ±
√
(~v |k|)2 +M2. (2-65)
Como puede verse, el término de masa induce una brecha de enerǵıa en el espectro del
sistema. En el espacio real, a parte de las soluciones propagantes con E > M , este sistema
también presenta soluciones evanescentes interbrecha ligadas a las fronteras en donde M →
0 y la brecha de enerǵıa se cierra. Por ejemplo, en un sistema con fronteras paralelas al
eje y ubicadas en x+, x− con un perfil de magnetización tipo pared de dominio M (x) =
M [2Θ (x− x+)− 2Θ (x− x−)− 1], el sistema presenta soluciones ligadas a cada borde con
quiralidad σ = ±1, dispersión lineal E = σ~vq y velocidad de grupo vσ = σv [11, 185–187]
ψσ (r) = N (1, σ)
T eiqye−σM |x−xσ |/~v. (2-66)
Luego, la circulación de estas soluciones quirales está determinada por el sentido del
vector magnetización de forma análoga a las que se presentan en el efecto Hall cuántico,
aunque ahora sin la presencia de un campo magnético. Por esta razón esta fase recibe el
nombre de efecto Hall cuántico anómalo o AQHE6. La quiralidad del sistema se debe a que
al igual que en el caso de un campo magnético, el termino introducido por la magnetización
también rompe la simetŕıa de inversión temporal del Hamiltoniano ya que
TMσzT −1 = −Mσz, (2-67)
por lo que el sistema resultante ahora pertenece a la clase de simetŕıa A. En 2D esta clase tiene
asociado un invariante Z como se ilustrará a continuación. Conviene escribir el Hamiltoniano
de superficie en la forma Zeeman (2-46)
H±ẑs (k) = σ ·m (k) , (2-68)
con m (k) ≡ (~vxq,−~vxk,M)T . El espectro y los estados propios de (2-68) están dados por
E (k) = ± |m (k)| = ±m (k) , (2-69)
|±,k〉 = 1√
2m (k) (m (k)±m3 (k))
(
m3 (k)±m (k)
m1 (k) + im2 (k)
)
. (2-70)




(k) = i 〈−,k| ∂ki |−,k〉 (2-71)
=
− ((m1 (k) ∂kim2 (k)−m2 (k) ∂kim1 (k)))













6Anomalous Quantum Hall Effect.
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Aśı, en el caso 2D el primer número de Chern coincide con el número de Skyrmion o












= N , (2-74)
en donde la integral determina el ángulo sólido Ω abarcado por m̂ (k) al variar k en la
1aZB (en el ĺımite continuo la integración se realiza sobre todo el espacio rećıproco). De esta
relación resulta claro que esta parametrización establece un mapa k→ m̂ (k) entre la 1aZB




sgn (M) . (2-75)
Considérese ahora el efecto perturbativo de un pequeño campo eléctrico constante en el
sistema δE, de forma que el momento ~k vaŕıe lentamente en el tiempo. Bajo esta condición,
puede suponerse que el sistema experimenta una evolución de tipo adiabático, en donde la
dependencia del Hamiltoniano con respecto al momento sigue siendo igual a la del caso sin
campo
k (t) ' k0 + δEt, (2-76)
H (k, t) ' H (k (t)) ,
|±,k,t〉 ' |±,k (t)〉 .
Aśı, el efecto del campo puede incorporarse como una corrección de primer orden al estado
inicial (∂t = ∇k(t) · δE)
|±,k,t〉 = |±,k (t)〉 (2-77)
−ieδE·
∑




Para un campo eléctrico uniforme perturbativo (∂tA pequeño) solo el operador de corrien-
te paramagnética jp para momentos pequeños es relevante. Aśı la corriente media estaŕıa dada
por







ĉ†k∇kH (k) ĉk+δq, (2-78)








〈n,k, t|∇kH (k) |n,k, t〉nF (n) , (2-79)
en donde nF es la función de distribución de Fermi-Dirac y se ha omitido la dependencia
temporal de k para simplificar la notación. Haciendo uso de las expresiones anteriores se













Fnxy (k)nF (n) . (2-80)
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sgn (M) . (2-82)
Aśı, la conductancia Hall en este sistema es un medio del cuanto de conductancia e2/h
y solo depende del signo de M , lo que le otorga el adjetivo de semientero. No obstante, el
factor 1/2 implica un número de Chern fraccionario y que solo medio modo quiral contribuye
a la conductancia de Hall. En razón de esto la ecuación (2-64) con M constante se considera
topológicamente anómala. No obstante, la introducción de una segunda interfaz al sistema
con magnetización opuesta en dirección normal a la superficie (como en una configuración
de pared de dominio) conduciŕıa a una conductancia neta múltiplo entero de e2/h, la cual
ha sido observada experimentalmente [120–122]. La conductancia de los modos quirales en
las caras laterales de una placa rectangular 3D con magnetizaciones iguales en ambas caras
z (M±ẑ = M ẑ) es e
2/h ya que son opuestas respecto al vector normal de las superficies,
mientras que es nula en la configuración con magnetizaciones opuestas ya que son paralelas
respecto a los vectores normales [119].
2.6. Conceptos teóricos de superconductividad no con-
vencional
El modelo BCS (por J. Bardeen, L Cooper y L Schrieffer) propone un mecanismo mi-
croscópico para la superconductividad, en donde electrones de momento y esṕın opuesto
cercanos al nivel de Fermi y por debajo de cierta temperatura cŕıtica Tc, conforman esta-
dos ligados llamados pares de Cooper gracias a la mediación de las vibraciones de la red o
interacción electrón-fonón [189–191]. Para superconductores no convencionales, este modelo
puede extenderse asumiendo la existencia de algún mecanismo de acople efectivo entre los















′) ĉk′s3 ĉ−k′s4 ,
en donde ĉks son operadores de aniquilación de electrones con número de onda k y esṕın s,
H (k) es el Hamiltoniano de Bloch de part́ıcula no interactuante que provee la estructura
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de bandas del estado normal, µ el potencial qúımico y Vs1s2s3s4 (k,k
′) el potencial de atrac-
ción efectivo entre electrones de momento opuesto con enerǵıas cercanas al nivel de Fermi.
Aunque es posible la formación de pares de Cooper con momento neto distinto de cero, su
probabilidad de formación es muy baja ya que la distribución de los pares de Cooper respec-
to al momento neto en general presenta forma de campana muy pronunciada al rededor de
cero [189–191]. La aproximación de campo medio, al despreciar las fluctuaciones de los ope-
radores respecto a sus valores medios para un número grande de part́ıculas, permite reducir
el término de interacción a una suma de productos de dos operadores. Aśı el Hamiltoniano





Ψ̂†kHS (k) Ψ̂k, (2-84)





T los operadores de aniquilación de Nambu y HS (k) el Ha-
miltoniano superconductor 4× 4 en el espacio rećıproco
HS (k) =
(
H (k)− µσ0 ∆̂ (k)
∆̂† (k) µσ0 −HT (−k)
)
, (2-85)
en donde ∆̂ (k) es el potencial de pares que constituye el parámetro de orden de la fase
superconductora y cuyos elementos matriciales están definidos por




′) 〈ĉk′,s3 ĉ−k′,s4〉S , (2-86)
en donde el valor esperado es distinto de cero en la fase superconductora ya que es calculado
respecto al estado base superconductor |0〉S, el cual es un estado coherente de un número
indefinido de pares de Cooper con una enerǵıa menor a la del estado fundamental de un
gas de Fermi [192]. En el Hamiltoniano (2-85) el potencial de pares acopla los sectores de
electrón y de hueco, dando lugar a procesos de dispersiones electrón-hueco y hueco-electrón
que median en la formación y disolución de pares de Cooper (dispersiones de Andreev).
Debido a las propiedades de anticonmutación de los operadores fermiónicos la función de
correlación bs,s′ (k) ≡ 〈ĉk,sĉ−k,s′〉S debe ser antisimétrica ante el intercambio de fermiones:
bs,s′ (k) = −bs′,s (−k) = φ (k)χs,s′ (s,ms) , (2-87)
en donde la antisimetŕıa puede atribuirse tanto a la dependencia del momento como a la del
esṕın. Además, la función φ (k) puede expandirse en armónicos esféricos según su paridad
(−1)l [ver tabla 2-2]:
Ylm (−k) = (−1)l Ylm (k) . (2-88)
Por ejemplo, para l = 0 la función de correlación bs,s′ (k) es un singlete de onda s, para
l = 1 es un triplete de onda p y para l = 2 un singlete de onda d. Aśı mismo, el potencial de
pares es antisimétrico ante el intercambio de part́ıculas
∆̂ (k) = −∆̂T (−k) , (2-89)
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singlete χs1,s2 (0, 0) = (|↑↓〉 − |↓↑〉) /
√
2 φ (k) = φ (−k) l = 0, 2, 4, ..
triplete
χs1,s2 (1, 1) = |↑↑〉
χs1,s2 (1, 0) = (|↑↓〉+ |↓↑〉) /
√
2
χs1,s2 (1,−1) = |↓↓〉
φ (k) = −φ (−k) l = 1, 3, 5, ..
Tabla 2-2: Paridad respecto al momento de la envolvente φ (k) para distintas configuraciones
de esṕın.
y para los estados singlete adquiere la forma
∆s1s2 (k) = ∆0 (k) {|↑↓〉 − |↓↑〉} , (2-90)
o matricialmente
∆̂ (k) = ∆0 (k) iσy, (2-91)
con ∆0 (k) = ∆0 (−k) una función par en el momento. Para los estados triplete el potencial
de pares puede parametrizarse mediante un vector d (k) impar respecto al momento [192]
∆s1s2 (k) = dx (k) {|↓↓〉 − |↑↑〉}+ idy (k) {|↑↑〉+ |↓↓〉}+ dz (k) {|↑↓〉+ |↓↑〉} , (2-92)
o en forma de matriz
∆̂ (k) = d (k) · σiσy (2-93)
=
(
−dx (k) + idy (k) dz (k)
dz (k) dx (k) + idy (k)
)
.
Desde ahora la exposición se limitará a estados superconductores unitarios, es decir, a
potenciales de pares para los cuales el producto ∆̂† (k) ∆̂ (k) es proporcional a la matriz
unidad σ0 como en el caso de los estados singlete
∆̂† (k) ∆̂ (k) = |∆0 (k)|2 σ0. (2-94)
Para los estados triplete el carácter unitario implica d (k)× d∗ (k) = 0, dado que
∆̂† (k) ∆̂ (k) = |d (k)|2 σ0 + i [d (k)× d∗ (k)] · σ. (2-95)
A continuación se listan los parámetros ∆0 y d para algunas simetŕıas unitarias en 2D.
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(kx ± iky) ŷ
Tabla 2-3: Parámetros del potencial de pares para algunas simetŕıas.
La ecuación de valores propios asociada al Hamiltoniano (2-85) es
HS (k) ψ̂ (k) = E (k) ψ̂ (k) , (2-96)
en donde los vectores propios ψ̂ (k) son las funciones de onda de las excitaciones elementales









v0 (k) Φ̂ (k)
)
⊗ φ̂ (k) , (2-97)


























φ̂ (k) los vectores propios del Hamiltoniano normal (H (k)φ (k) = ε (k)φ (k)), y con valores
propios E (k) que define la estructura de bandas de las cuasipart́ıculas respecto al estado
base superconductor
E (k) = ±
√
(ε (k)− µ)2 + |∆ (k)|2. (2-100)
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Simetŕıa |∆ (k)| Φ̂
s ∆0 iσy
dx2−y2 ∆0 |cos2θ| sgn (cos2θ) iσy










px ∆0 |cosθ| sgn (cosθ)σx






Tabla 2-4: Brechas de enerǵıa y matrices de factores de fase para las simetŕıas de la tabla
2-3.
Aqúı resulta evidente que |∆ (k)| es la brecha de enerǵıa en el espectro introducida por








∆̂ (k)† ∆̂ (k)
)
. (2-101)
Como puede observarse en la solución (2-97), el parámetro de orden induce una acople
de la rama electrónica y de la de los huecos de manera que las excitaciones elementales en
un superconductor están constituidas por una mezcla de estos dos tipos de estados como se
verá más adelante al diagonalizar (2-84). Para simetŕıas unitarias la matriz de factores de
fase Φ̂ (k) se reduce a solo dos elementos no nulos en la primera y segunda fila que definen
los factores de fase eiϕ1(k) y eiϕ2(k) respectivamente [tabla. 2-4]. En la figura 2-7 se grafican
la magnitud y la fase del potencial de pares para las simetŕıas de la tabla 2-3.
En ausencia de interacción esṕın-esṕın, el Hamiltoniano (2-85) puede desacoplarse en dos
Hamiltonianos 2 × 2 equivalentes. Para el caso singlete y triplete ms = 0 el Hamiltoniano
(2-96) se desacopla en dos Hamiltonianos 2× 2 que involucra autoestados con componentes




Hs,s (k)− µ ∆ (k)
∆∗ (k) µ−H−s,−s (k)
)
, (2-102)
en donde ∆ (k) es el elemento no nulo de la primera fila de la matriz ∆̂ (k). Para el caso
triplete ms = 1 el sistema (2-96) se desacopla para cada esṕın (ψ̂s (k) = (us, vs)
T ). Debido
a la redundancia part́ıcula-hueco introducida en el Hamiltoniano (2-85), éste satisface la
simetŕıa de conjugación de carga (2-2)
C = τx ⊗ σ0K, (2-103)
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Figura 2-7: Gráfica de la magnitud del potencial de pares y de la fase superconductora en
función de el ángulo para las simetŕıas de las tablas 2-3 y 2-4.
de aqúı que si ψ̂ (k) es solución de (2-96) con autovalor positivo E (k), Cψ̂ (−k) es también
solución con autovalor −E (−k)
HS (k) Cψ (−k) = −E (−k) Cψ (−k) , (2-104)
Cψ (−k) = (v̂ (k) , û∗ (−k))T . (2-105)
Por lo tanto, el Hamiltoniano (2-85) puede ser diagonalizado mediante la transformación
unitaria HS (k)→ H′S (k) = U† (k)HS (k) U (k) [180]
H′S (k) = diag (E1 (k) , E2 (k) ,−E1 (−k) ,−E2 (−k)) ,
U (k) =
(
û1 (k) û2 (k) v̂1 (k) v̂2 (k)
v̂∗1 (−k) v̂∗1 (−k) û∗2 (−k) û∗2 (−k)
)
, (2-106)
con lo que el operador Hamiltoniano (2-84) adquiere la forma de un sistema no interactuante
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con E0 la enerǵıa del estado base y Υ̂k los operadores de Nambu transformados Υ̂k =















satisfacen las relaciones de anticonmutación fermiónicas{
γ̂†ki, γ̂k′j
}








Aśı, el Hamiltoniano transformado (2-107) y los operadores γ̂k,i describen a las cuasi-
part́ıculas o “bogoliubones” del superconductor con enerǵıas de excitación positivas Ei (k),
ya que todos los estados con enerǵıa negativa están ocupados (γ̂ki |0〉S = 0) [180]. De la
conjugación hermı́tica de la transformación (2-108), puede verse que la creación de un par
excitaciones elementales tipo electrón puede ocurrir de dos formas, mediante la ruptura de
un par de Cooper si el par de estados están ocupados con amplitudes de probabilidad vi,s,
o su creación directa si el par de estados están desocupados con amplitudes de probabilidad
ui,s.
El estudio de superconductores con fronteras requiere generalizar el Hamiltoniano modelo

















′) ψ̂s4 (r) ,
en donde ψ̂s (r) es un operadores de campo que aniquila un electrón de esṕın s en la posición
r, H (r) = H (k→ −i∇r) es el Hamiltoniano normal de part́ıcula no interactuante, µ (r)
el potencial qúımico y Vs1s2s3s4 (r, r
′) el potencial efectivo entre los electrones. La aproxima-
ción de campo medio permite expresar este Hamiltoniano en forma bilineal respecto a los
operadores de campo Ψ̂ (r) = (ψ̂↑ (r) , ψ̂↓ (r) , ψ̂
†









dr′Ψ̂† (r)HS (r, r′) Ψ̂ (r′) , (2-112)
que da lugar a un sistema de ecuaciones análogas a (2-96) conocidas como ecuaciones de
Bogoliubov de Gennes [193] (BdGE)∫
dr′HS (r, r′)ψi (r′) = Eiψi (r) , (2-113)
HS (r, r′) =
(
[H (r)− µ (r)σ0] δ (r− r′) ∆̂ (r, r′)
∆̂† (r′, r)
[
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y ψi (r) es la función de onda de las cuasipart́ıculas del sistema. Si la región superconductora
es homogénea, µ(r) = µ, ∆̂ (r, r′) = ∆̂ (r− r′) y las funciones de onda pueden expandirse en






con V el volumen del sistema. Aśı, las ecuaciones (2-113) adquieren la forma
HBdG (r,k)ψi (r) = Eiψi (r) , (2-115)
en donde se ha definido el Hamiltoniano de Bogoliubov de Gennes
HBdG (r,k) =
(
H (r)− µσ0 ∆̂ (k)
∆̂† (k) µσ0 −H† (r)
)
, (2-116)
con ∆̂ (k) la transformada de Fourier de ∆̂ (r− r′). De forma análoga al caso del espacio
rećıproco tratado arriba, la diagonalización de (2-112) puede ser realizada mediante una












dando lugar a un Hamiltoniano desacoplado para las cuasipart́ıculas de la forma






En la cercańıa de la frontera del material el mecanismo subyacente al estado superconduc-
tor comienza a perder su influencia, lo que origina que el parámetro superconductor decaiga
rápidamente dentro de una longitud de coherencia ξ ≡ ~vF/ |∆|, que es aproximadamente
el tamaño promedio de un par de Cooper. Un proceso análogo ocurre también en los vórti-
ces debido a la presencia de campos magnéticos que pueden inducir la ruptura de pares de
Cooper, ya sea mediante las fuerzas de Lorentz opuestas que surgen entre los electrones del
par o mediante interacciones de intercambio entre el campo magnético y el esṕın de los elec-
trones que alteren la simetŕıa del potencial de pares. Aśı, en la vecindad de una frontera s
es posible aproximar la dependencia espacial del potencial de pares a una función escalón de
Heaviside ∆̂ (r,k) = ∆̂ (k) Θ (r− s). Considerando que las soluciones co-propagantes prove-
nientes del superconductor se anulan al aproximarse a la frontera, estas dan lugar a estados
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evanescentes ligados a la frontera llamados estados ligados de Andreev (ABS)7, que para
los casos que satisfacen la simetŕıa |∆ (θ)| = |∆ (π − θ)| presentan la siguiente relación de
dispersión [55]
E (θ) = ± |∆ (θ)| cos [(ϕ (θ)− ϕ (π − θ)) /2] , (2-118)
y que resultan especialmente útiles en la identificación de la simetŕıa del potencial de pares
debido a su dependencia con la fase superconductora [52]. Además, estos modos pueden
presentar dispersiones con enerǵıas inferiores a la brecha superconductora por lo que pueden
reducir e incluso anular la brecha efectiva en la frontera. Como se hab́ıa mencionado arriba,
el potencial de pares induce procesos de dispersión electrón-hueco como los que ocurren en
una juntura N/S (metal normal/superconductor) en donde reciben el nombre de reflexiones
de Andreev [190, 191, 194, 195]. En estos procesos un electrón que incide desde un metal
normal a un superconductor con una enerǵıa inferior |∆|, es retrodispersado como un hueco
de vuelta al metal, y el electrón incidente se acopla en la interfaz con otro electrón del metal
para ingresar al superconductor como un par de Cooper [fig. 2-8 a),b)]. También puede darse
el proceso inverso en el tiempo en donde un hueco que incide desde el metal al superconductor
rompe un par de Cooper al recombinarse con uno de sus electrones, y el electrón restante
del par es retrodispersado hacia el metal. En una imagen semiclásica, los estados ligados
de Andreev se originan por una serie indefinida de procesos de reflexión virtuales, en donde
las cuasipart́ıculas permanecen confinadas sobre una pequeña región normal de ancho d ∼ ξ
entre el superconductor y la frontera con el vaćıo, modelada como un aislante perfecto [fig.
2-8 c)]. Aśı una cuasipart́ıcula que escapa del superconductor atraviesa la región normal
hasta ser reflejada en la frontera con el vaćıo de vuelta hacia el superconductor, en donde
sufre una reflexión de Andreev y la cuasipart́ıcula conjugada reflejada repite la secuencia de
reflexión. Si la fase acumulada durante un ciclo sobre esta trayectoria es múltiplo de 2π el
proceso da lugar a la formación de un estado ligado de Andreev [55].
En un dispositivo con dos terminales normales, es posible que el electrón incidente en
una de las terminales sea reflejado como un hueco en la otra, fenómeno conocido como
reflexión de Andreev cruzada o no local [fig. 2-8 d)]. En el proceso inverso en el tiempo, un
par de Cooper en el superconductor es separado en dos electrones, y cada uno de estos es
transportado por una terminal diferente, proceso conocido como desdoblamiento de pares de
Cooper. Si la separación entre los electrodos es del orden de la longitud de coherencia, es
probable que los electrones continúen entrelazados fuera del superconductor, lo que resulta
de gran interés para la construcción de dispositivos de teleportación cuántica en espintrónica
y computación cuántica [196–199].
7Andreev bound states.

































Figura 2-8: a) Representación esquemática de una reflexión de Andreev en medio de una
interfase NS, en donde se muestran las DOS de cada región (eje horizontal). Las flechas
indican las velocidades de grupo. b) Representación espacial de la interfase NS y de la
reflexión de Andreev. c) Representación semiclásica de la formación de estados ligados de
Andreev en las fronteras de un superconductor no convencional. d) Reflexión de Andreev
cruzada o no local.
2.7. Superconductores topológicos y modos de Majo-
rana
De manera análoga a los aislantes topológicos, algunos sistemas superconductores presen-
tan en el interior una brecha de enerǵıa entre su estado fundamental y sus estados excitados,
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y en las fronteras estados ligados de Andreev. En estos casos también es posible aplicar
el concepto de deformación adiabática y por ende la definición de cantidades invariantes
globales que permitan su caracterización y clasificación topológica. Aśı, un estado supercon-
ductor topológico necesariamente presentará estados de Andreev interbrecha en las fronteras
del material en donde el parámetro superconductor se desvanece y se induce el cierre de
la brecha de enerǵıa (correspondencia interior-frontera). Los superconductores generalmente
están caracterizados por la simetŕıa de conjugación de carga lo que limita las posibles clases
topológicas que estos sistemas pueden presentar [tabla. 2-1]. A diferencia de los aislantes
topológicos, existen fases superconductoras topológicas en 1D para las clases D y DIII ca-
racterizadas por un invariante Z2. En 2D existen fases análogas a los efectos Hall cuánticos
entero y de esṕın ya que para las clases C y D están caracterizadas por un número entero
Ch(1) y para la clase DIII por un ı́ndice Z2. En el caso 3D, solo la clase DIII presenta una
fase topológica caracterizada por un nuevo invariante topológico entero Z que consiste en un
número ı́ndice asociado a la simetŕıa quiral Π = CT [180].
Entre las simetŕıas del potencial de pares incorporadas en la tabla 2-3, solo las simetŕıas
quirales presentan una brecha de enerǵıa en el interior y estados superficiales de Andreev.
Estas simetŕıas se caracterizan por romper la simetŕıa de inversión temporal, razón por la
cual presentan estados de Andreev en las fronteras con quiralidad definida. Como ejemplo
considérese el caso quiral simétrico de onda p de esṕın S = 1 para una estructura de bandas
del estado normal degenerada en esṕın (sin interacción esṕın-órbita). En este caso cada uno de
los canales de esṕın puede desacoplarse y satisface las ecuaciones BdG con un Hamiltoniano
asociado 2×2 como en (2-102). Si se asume además un estado polarizado en esṕın (ms = ±1),
el ı́ndice s se hace superfluo y el sistema BdG describe ahora un superconductor de onda p










(kτx ∓ qτy) , (2-119)
y espectro de enerǵıa









Nótese que en el ĺımite de bajos momentos y enerǵıas es posible despreciar el término
cuadrático de la enerǵıa cinética y el Hamiltoniano (2-119) adquiere la forma del Hamilto-
niano (2-64) (µ → M , ∆0/kF → ~v, k ←→ q), por lo que resulta claro que este sistema
también presenta soluciones quirales interbrecha ligadas a las fronteras con relación de dis-
persión lineal análogas a (2-66) y que confieren el adjetivo de “quiral” a esta simetŕıa. La
relación (2-104) es válida en este caso ya que se trata de un sistema que satisface la simetŕıa
de conjugación de carga (2-2) con C = τxK. Luego, es posible una solución de enerǵıa ce-
ro en los puntos de alta simetŕıa Γi en los que E (k) = −E (−k), ψ (k) = eiϕCψ (−k) y
38 2 Fundamentos teóricos
por tanto v (k) = eiϕu∗ (−k) = eiϕ/2/
√
2, con eiϕ un factor de fase arbitrario. Las trans-
formaciones de Bogoliubov que diagonalizan el Hamiltoniano de BdG (2-119) en el espacio
rećıproco están dadas por (2-108) (omitiendo la suma sobre el esṕın). Luego en estos puntos












Aśı, las cuasipart́ıculas del sistema con enerǵıa cero son sus propias antipart́ıculas y por
ende son modos de Majorana. Originalmente este tipo de part́ıcula fue concebida por Ettore
Majorana [200] como una solución real (neutra) a la ecuación de Dirac relativista y en
las últimas décadas ha sido propuesta como modelo para el neutrino en la f́ısica de altas
enerǵıas [201]. Sin embargo, en 2D estas part́ıculas no son fermiones (de hecho γ̂20,Γ |0〉 = 1/2
|0〉 en contraste con c2k |0〉 = 0), sino anyones o cuasipart́ıculas que poseen una estad́ıstica
no trivial de tipo no abeliana, ya que las operaciones de intercambio de estas part́ıculas
son representadas por rotaciones no conmutativas en el espacio de Hilbert [48, 49]. Este
sistema presentaŕıa modos ligados de Majorana de enerǵıa cero en las fronteras de los vórtices
con un cuanto de flujo magnético φ0 = h/2e [36, 128], y modos quirales de Majorana con
dispersión lineal a lo largo de las fronteras. Como en el caso de las soluciones (2-66) del
AQHE, estos modos de Majorana también estaŕıan protegidos topológicamente por el primer
número de Chern como se ilustrará a continuación. Para esto resulta conveniente expresar el
Hamiltoniano en (2-102) en la forma Zeeman H (k) = σ ·m (k) como se hizo para el AQHE.
Aśı, el vector m (k) asociado está dado por
m (k) = (Re∆ (k) ,−Im∆ (k) , ε (k)− µ) . (2-122)
Luego, el número de Chern estaŕıa dado por el ı́ndice N del vector unitario m̂ (k). Sin
embargo, no es necesario calcular la integral (2-74) para determinar N , basta con analizar el
comportamiento del vector m̂ (k) al variar k para estimar su valor. Para el caso particular















De esta expresión resulta claro que al variar k el vector m̂ realiza un barrido azimutal
de 2π ya que su componente paralela al plano xy es proporcional a k. Sin embargo, el
comportamiento del vector m̂ en dirección z presenta los siguientes ĺımites m̂ (k = 0) =
−sgn (µ) ẑ y m̂ (|k| → ∞)→ +ẑ. Aśı para el caso µ > 0, el vector m̂ realiza un recorrido
cenital de π y por tanto subtiende un ángulo sólido de 4π, lo que conduce a un ı́ndice
N = ±1 en (2-74), y a la identificación del espacio rećıproco con la 2-esfera abarcada por m̂
de topoloǵıa no trivial. Por otra parte, para el caso µ ≤ 0 la componente m̂z (k) es siempre
positiva y el vector m̂ no cubre completamente a la esfera unidad por lo que la integral
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en (2-74) conduce a N = 0, y aśı el espacio rećıproco es identificado con una variedad
plana de topoloǵıa trivial [34, 37]. La transición de fase topológica ocurre a partir del valor
cŕıtico µc = 0 para el cual es posible el cierre de la brecha de enerǵıa en k = 0 como
puede verse en (2-120). La estad́ıstica no abeliana de los modos de Majorana sumada a la
protección topológica que ofrece la simetŕıa de onda p sin esṕın ha suscitado la posibilidad de
construir dispositivos de computación cuántica topológica tolerantes a fallos por decoherencia
[9, 10, 48, 49, 128, 201, 202]. Aunque la simetŕıa de onda p y triplete de esṕın ha sido
propuesta para el Sr2RuO4 como una versión 2D de la fase superfluida-A del
3He [203, 204],
aún no hay pruebas concluyentes de su presencia en este material [180].
2.8. Superconductividad topológica inducida en aislan-
tes topológicos y grafeno
También se ha propuesto la aparición de una fase similar de onda p en la superficie de
aislantes topológicos 3D en contacto con superconductores convencionales [128]. Debido al
efecto de proximidad, los pares de Cooper provenientes del superconductor pueden inducir
en la superficie un estado superconductor caracterizado por un parámetro de orden efectivo
∆̂ = ∆0e
iϕiσy (con ϕ es una fase global), y que puede ser descrito por el Hamiltoniano (2-85)
asociado al Hamiltoniano de Dirac (2-61)
HS (k) = ~v (qτ0 ⊗ σx − kτz ⊗ σy) (2-124)
−µτz ⊗ σ0 −∆0 (cosϕτy + senϕτx)⊗ σy, (2-125)
y con espectro de enerǵıa
E±,n (k) = ±
√
(n~v |k| − µ)2 + ∆20, (2-126)
siendo n = ±1 un ı́ndice de banda. En el ĺımite de acoplamiento débil (µ ∆0) las propieda-
des del sistema están principalmente determinadas por las bandas que enmarcan la brecha de
enerǵıa (n = +1) en las cercańıas de la superficie de Fermi. Aśı los estados del superconduc-
tor pueden ser aproximados a los del estado normal al nivel de Fermi ψe =
(











2 en donde θ está definido por k = kF (cosθ, sinθ) con kF el ra-
dio de la esfera de Fermi. Proyectando el Hamiltoniano (2-124) en esta base de estados
([Hp (k)]ij = 〈ψi|HS(k)|ψj〉 con i, j = e, h) se obtiene un Hamiltoniano efectivo de onda p
sin esṕın [128]
Hp (k) = (~v |k| − µ) τ̄z + ∆0 (cos (θ + ϕ) τ̄x − sen (θ + ϕ) τ̄y) , (2-127)
en donde las matrices de Pauli τ̄i hacen referencia a la base de proyección. Aśı, se espera que
este sistema también presente estados de enerǵıa cero tipo Majorana en los vórtices de flujo
h/2e. Sin embargo a diferencia del superconductor de onda-p 2D, el sistema descrito por
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(2-124) es singlete de esṕın y es invariante ante inversión temporal, por lo que es necesario
aplicar campos de intercambio magnético para polarizar el esṕın e inducir fronteras que den
lugar a la aparición del estado quiral de Majorana asociado a la simetŕıa de onda p.
En las referencias [128, 135] también se sugiere una forma de producir estados de Majorana
sin el uso de interfases magnéticas. El sistema consiste en una juntura SNS en donde dos
superconductores convencionales con una diferencia de fase ϕ son colocados sobre la superficie
de un aislante topológico 3D manteniendo una separación constante W [fig. 2-9 a)], de forma
que el sistema es descrito por un Hamiltoniano como (2-124) pero con potencial de pares
∆̂ (y) = [eiϕΘ (y −W/2) + Θ (−W/2− y)] iσy. Para W < ξ = ~v/∆0 existen dos ramas de
estados ligados de Andreev, que para el caso W = µ = 0 presentan la relación de dispersión
E± (k) = ±
√
(~vk)2 + ∆20cos2 (ϕ/2), en donde ~k es el momento conservado a lo largo de la
juntura. Para ϕ = π el espectro no presenta brecha de enerǵıa y existe un par de Kramers de
modos de Majorana ligados a cada borde de la juntura. Al proyectar el Hamiltoniano BdG
del sistema sobre estos modos de enerǵıa cero se obtiene un Hamiltoniano 1D efectivo para
bajas enerǵıas al rededor de q ∼ 0
Hp (k) = ~ṽτ̄xk + δτ̄y, (2-128)
en donde ṽ = v [cos(µW ) + (∆0/µ)sen(µW )] ∆
2
0/ (µ
2 + ∆20) y δ = ∆0cos(ϕ/2) son la veloci-
dad y el potencial de pares efectivos, y las τ̄i son las matrices de Pauli en la base de modos
de Majorana. En este sistema los modos E± (k) no son independientes y sus operadores de
cuasipart́ıcula satisfacen la relación γ+(k) = γ
†
−(−k), por lo se trata de medio gas de Fermi










Figura 2-9: a) Juntura SNS sobre la superficie de un aislante topológico 3D con una región
N de ancho W y fase relativa de φ entre las regiones S. b) Placa delgada de aislante topológico
(verde) en contacto con dos superconductores (amarillo) con una fase relativa 2ϕ controlada
por un flujo magnético. Las superficies están sometidas a una diferencia de potencial de 2V
y están conectadas por el parámetro de salto t(k). Adaptadas de [128] y [179].
En la referencia [179] se ha propuesto una configuración similar para obtener bordes o
fronteras sin romper la simetŕıa de inversión temporal al colocar los superconductores en
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superficies opuestas de una peĺıcula ultra delgada de aislante topológico [fig. 2-9 b)]. El
Hamiltoniano modelo para la peĺıcula está dado por [205]
HS (k) = fz ⊗ [~vF (σ × k)z + V σ0]− µf0 ⊗ σ0 + t (k) fx ⊗ σ0, (2-129)
con espectro E±,n (k) = ±
√
(~vF |k|+ nV )2 + t (k)2, n = ±1 un ı́ndice de banda y en donde
las matrices de Pauli fi hacen referencia al pseudoesṕın del espacio de las caras. En este
modelo dos Hamiltonianos superficiales para las caras ±z de la forma (2-61) son acoplados
por un potencial de tunelamiento con amplitud de salto t (k) = t0 − t1 |k|2, siendo t0 y t1
parámetros positivos que dependen del material y decrecen con el grosor de la peĺıcula [206].
En particular para V = 0 existe una brecha de enerǵıa ∆E = 2t0 debido al solape entre los
estados evanescentes de cada cara que decrece al separar las superficies. Debido al carácter
Rashba del Hamiltoniano superficial, el potencial eléctrico induce un desdoblamiento de las
bandas, dando lugar a dos ćırculos de Fermi concéntricos en k = 0 con radio kFn. El estado
superconductor inducido por efecto de proximidad sobre las superficies superior (S) e inferior
(I) es descrito por el Hamiltoniano (2-85) con
∆̂ = 1
2
[∆S (τ0 + τz) + ∆I (τ0 − τz)]⊗ iσy. (2-130)
Ya que el Hamiltoniano BdG asociado satisface la simetŕıa de inversión temporal (2-1) el
sistema pertenece a la clase DIII. En el régimen de acoplamiento débil (∆ µ), el invariante
Z2 puede calcularse considerando tan solo la estructura de bandas del estado normal al nivel






en donde los δn,kFn están dados por
δn,kFn = 〈ψn (kFn)| T ∆̂† |ψn (kFn)〉 ,
con n un ı́ndice que enumera todas las bandas no degeneradas que cruzan el nivel de Fermi,
mn el número de puntos con simetŕıa de inversión temporal encerradas por las respectivas
superficies de Fermi y ψn son los autoestados del Hamiltoniano normal evaluados en las
superficies de Fermi no conectadas. Para el caso de los aislantes topológicos 3D el único
punto con simetŕıa de inversión temporal en la 1aZB es Γ = 0 de manera que mn = 1.
Además, en el caso de una placa infinita con superficies ±z el sistema es isotrópico en el
plano xy por lo que el cálculo de los δn se reduce únicamente a los puntos de corte al nivel
de Fermi entre 0 y π en cualquier dirección dentro del plano. Para el Hamiltoniano (2-129)
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en donde el parámetro ϑn está definido por sin(ϑn/2) = t (kFn) /E+,n (kFn), de manera que










De aqúı que deba existir una fase relativa de π entre los parámetros de orden ∆i de las
superficies para inducir el cambio de signo del factor δn para alguna de las bandas al nivel
de Fermi. Sin embargo, lograr experimentalmente esta diferencia de fase en sistemas como
los propuestos anteriormente implica la aplicación de un flujo magnético preciso de φ = π
dentro de algún bucle que conecte los superconductores, lo que reduce considerablemente la
capacidad de ajuste y control de la topoloǵıa del sistema. En la referencia [179] se incluye
además una contribución de acoplamiento superconductor entre caras de tipo singlete y
triplete que eventualmente puede inducir una fase topológica con un solo superconductor.
Aparte del efecto de proximidad en las superficies, se ha propuesto inducir superconducti-
vidad en el interior de aislantes topológicos 3D mediante dopaje. En el compuesto CuxSe2Bi3
los átomos de Cu presentes en medio de las capas qúıntuples del Se2Bi3 añaden electrones a la
estructura cristalina de forma que para 0.12 ≤ x ≤ 0.15 se observa una fase superconductora
trivial con temperatura cŕıtica Tc = 3.8K [208, 209]. No obstante, debido a que el CuxSe2Bi3
posee una estructura cristalina centrosimétrica y un único punto Γ = 0 encerrado por la
superficie de Fermi, este sistema puede presentar una fase superconductora con simetŕıa de
inversión temporal TRITOPS siempre y cuando el potencial de pares inducido por el dopaje
presente una brecha de enerǵıa (sin nodos) y sea impar ante inversión espacial [210]. De
hecho, en esta referencia se muestra que un potencial de pares tipo triplete con ms = 0
que involucra electrones de orbitales hibridizados pz de distinta paridad, ∆̂ ∝ ĉ1↑ĉ2↓ + ĉ1↓ĉ2↑
satisface estas condiciones y puede dar lugar a una fase topológica.
También se ha estudiado la posibilidad de inducir superconductividad por efecto de pro-
ximidad en grafeno. Una lámina de grafeno colocada sobre un superconductor puede inducir
un potencial que acopla electrones de momento opuesto (distinto valle) y en la misma subred
[62]. Aśı la superconductividad inducida por efecto de proximidad puede ser descrita por un
Hamiltoniano de la forma (2-113) considerando ahora los grados de libertad o pseudoespines




H0 ⊗ σ0 − µǏ8×8 κx ⊗ σ̃0 ⊗ ∆̂
κx ⊗ σ̃0 ⊗ ∆̂† µǏ8×8 −HT0 ⊗ σ0
)
, (2-134)
con H0 el Hamiltoniano unificado (2-26). Considerando que H+ = HT−, esta expresión puede




H± ⊗ σ0 − µǏ4×4 σ̃0 ⊗ ∆̂
σ̃0 ⊗ ∆̂† µǏ4×4 −H± ⊗ σ0
)
, (2-135)
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con espectro de enerǵıa (degenerado en el espacio de esṕın)
E = ±
√
(±~v |k| − µ)2 + |∆|2. (2-136)
Si además el potencial de pares es unitario estos Hamiltonianos también pueden desacoplarse
en el espacio de esṕın como en (2-102) dando lugar a un sistema 4 × 4 [211]. Aunque un
potencial de pares singlete de onda s induce un estado topológico trivial, este presenta una
caracteŕıstica notable, una interfase NS a base de grafeno presenta reflexiones de Andreev
especulares para bajos dopajes de la región N, en donde la velocidad de grupo de la part́ıcula
reflejada hacia la región N presenta un ángulo opuesto al de su conjugada incidente hacia la



























Figura 2-10: Representación esquemática de las reflexión de Andreev para un semimetal
de Dirac a) en el régimen retrodispersivo, b) en el régimen especular.
presenta una estructura de bandas sin brecha de enerǵıa y con relación de dispersión Ec =
~v |k| para la banda de conducción y Ev = −~v |k| para la banda de valencia. Luego las
velocidades de grupo de los electrones en la banda de conducción y de los huecos en la banda
de valencia son paralelas al vector de onda. Para el grafeno poco dopado (µ ∆) la reflexión
de Andreev es un proceso de dispersión interbanda, ya que el principio de conservación de
la enerǵıa exige que un electrón incidente de la banda de conducción (εe = E − µ < ∆) sea
reflejado como un hueco en la banda de valencia (εh = −εe). Considerando que el momento
paralelo a la interfaz se conserva en el proceso de dispersión, se encuentra que la velocidad de
44 2 Fundamentos teóricos
grupo del hueco reflejado obedece la ley de reflexión especular. Por otra parte, las reflexiones
de Andreev en grafeno son procesos intervalle [16], es decir, un electrón incidente del valle
K es acoplado con un electrón del valle −K, dando lugar a un hueco reflejado con vector de
onda opuesto, ya que la formación de pares de Cooper se ve altamente favorecida por una
configuración con momento total nulo.
Otra caracteŕıstica importante que surge en una interfase N/S a base de grafeno es la
aparición de estados ligados de interfase (IBS )8 [75] . Estos estados ligados se producen
en una interfaz N/S a base de grafeno debido a la enorme diferencia de dopajes entre las
dos regiones (ESF  ENF ∼ ∆). Para una interfaz zigzag a lo largo del eje y la relación de










[(q + κh) (q − κe)]1/2
)
, (2-137)
con momento imaginario en x
κe/h = −ike/h = sgn (µ± E)
√
q2 − (µ± E)2 /~2v2. (2-138)
La relación de dispersión de los estados de interfase se muestra en la figura 2-11. Como
puede verse, la enerǵıa de estos estados tiende a cero en la vecindad de q = 0 y a partir de ese
valor se aproxima asintóticamente al valor de la brecha superconductora ∆ para grandes q =
0. Estos estados pueden modelarse de forma semiclásica como una secuencia de reflexiones
de Andreev virtuales dentro de una pequeña región intermedia de ancho d → 0 de manera
análoga al caso de los estados ligados de Andreev. Una cuasipart́ıcula con ~vq ≥ |µ± E|
proveniente de la región S no puede abandonar la región intermedia hacia la región N y es
reflejada especularmente de vuelta hacia la región S en donde sufre una reflexión de Andreev,
y la cuasipart́ıcula conjugada reflejada repite el ciclo. Si la fase acumulada durante un ciclo
es múltiplo de 2π, el proceso da lugar a un estado ligado de interfase. Para EF  ∆ (régimen
retrodispersivo) estos estados están fuertemente localizados en la interfase N/S, mientras que
para EF  ∆ (régimen especular) estos pueden extenderse un poco más y decaer hacia al
interior de la región normal.
8Interface Bound States.




































































































Figura 2-11: Representación esquemática de la formación de los estados IBS en la interfase
G-S. Las flechas solidas (a trazos) representan las velocidades de grupo para las cusipart́ıculas
tipo electrón (hueco). El panel derecho muestra la relación de dispersión de los IBS.
En cuanto a la topoloǵıa, se ha sugerido la posibilidad de inducir superconductividad
quiral de onda d en grafeno al rededor del punto Γ mediante un nivel de dopaje de 1/4
alrededor de la singularidad de Van-Hove [33, 34]. La simetŕıa quiral de onda d y singlete
de esṕın consiste en una superposición lineal de los parámetros de orden de onda d, dx2−y2
y idxy, los cuales presentan una diferencia de fase relativa de π/2 en el espacio rećıproco,
garantizando la existencia de una brecha de enerǵıa como en el caso de la simetŕıa quiral p
[ver tablas 2-3-2-7]. En el caso particular del grafeno, la simetŕıa de la estructura cristalina
hexagonal implica contribuciones iguales para ambos tipos de acoplamiento: dx2−y2 ± idxy
(quiral d simétrico) [34]. Como en el caso de onda p, este tipo de superconductividad recibe
este nombre debido a la quiralidad definida que presentan sus estados ligados de Andreev
en las fronteras (dada por el signo de la componente dxy), como resultado de la ausencia
de las simetŕıas de inversión temporal y espacial. Ya que para esta simetŕıa el operador de
conjugación de carga es antiunitario (C2 = −1, C = −iτyK) el sistema pertenece a la clase
C, y en 2D su topoloǵıa también puede ser caracterizada por el número ı́ndice N asociado
al vector m̂ (2-122). A diferencia del caso quiral de onda p, la dependencia angular de 2θ
de las componentes dx2−y2 y idxy hace que el vector m̂ cubra la esfera unidad dos veces al
variar k en el espacio rećıproco lo que conduce a N = ±2, y de acuerdo a la correspondencia
interior-frontera existen dos estados quirales de Andreev co-propagantes ligados a los bordes
del sistema [34, 37].
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2.9. Aproximación Hamiltoniana y propiedades de trans-
porte
Para estudiar las propiedades de transporte electrónico de junturas a nivel nanoscópico
se implementará la Aproximación Hamiltoniana [80]. Este enfoque modela el transporte
de carga entre dos terminales izquierdo I y derecho D a través de un Hamiltoniano de
tunelamiento de la forma









− µINI − µDND, (2-139)
en donde Hi, Ni y µi es el Hamiltoniano, el operador número y el potencial qúımico del








y t es la amplitud de salto entre los extremos adyacentes de los dos terminales. La introduc-
ción de una diferencia de potencial eléctrico ∆V entre estos electrodos induce una diferencia
entre los potenciales qúımicos e∆V = µI−µD y su efecto puede ser absorbido en un factor de
fase dependiente del tiempo mediante una transformación de calibración en los operadores
de destrucción ĉiσ → ĉiσe−iφi(τ) ≡ ĉiσ (τ) con φi (τ) = µiτ/2~, por lo que el Hamiltoniano
anterior adquiere una dependencia temporal. La corriente media del sistema a través de la





















En general, en procesos fuera del equilibrio en donde las interacciones pueden depender
expĺıcitamente del tiempo, el estado inicial no perturbado |φ0〉 = |ψ(τ = −∞)〉 difiere esen-
cialmente del estado final perturbado |ψ(τ = +∞)〉. Luego para hacer uso de la estructura
formal de la teoŕıa de perturbaciones en el equilibrio, en donde la interacción V̂I es atenuada
adiabáticamente a cero en los extremos τ = ±∞, es necesario que el estado final e inicial
difieran a lo sumo en un factor de fase constante. Esto se puede conseguir en el caso de
no equilibrio al comparar el estado inicial |φ0〉 con sigo mismo tras recorrer el contorno de
Keldysh [fig. 2-12] [81].
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G+-G
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G++ G - +
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-
Figura 2-12: Esquema del contorno temporal de Keldysh. Las flechas en azul muestran la
dirección de propagación temporal de las funciones de Green de Keldysh. Acá G−− es la
función de Green temporal, G++ es la función anti-temporal, G+− es la función “mayor” y
G−+ es la función “menor”. Adaptada de [212].
Por lo tanto, ahora existen dos ramas temporales, la superior (+) y la inferior (−) que se
conectan en τ = +∞, y por ende cuatro nuevas funciones de Green llamadas funciones de
Green de no equilibrio o funciones de Keldysh según la rama α, β a la que pertenezca cada






























Aśı, los valores esperados involucrados en (2-141) pueden expresarse en términos de las













en donde se ha definido la matriz de salto t̂ = tσz y las Ĝ
+−
ij están dadas expĺıcitamente por
Ĝ+−ij (τ, τ
′) = i






〉  . (2-144)
Las funciones de Green que involucran ramas temporales distintas están relacionadas prin-
cipalmente con las funciones de distribución de los portadores de carga fuera del equilibrio.
Dado que el potencial eléctrico y el acople entre las dos regiones son perturbaciones inde-
pendientes del tiempo, el sistema se encuentra en un régimen estacionario y las funciones
de Green solo dependen de la diferencia de sus argumentos temporales, por lo que resulta
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Las funciones de Green de Keldysh perturbadas satisfacen las siguientes ecuaciones de
Dyson [82]
Ĝαβij (E) = ĝ
αβ


























en donde las ĝαβij (E) = ĝ
αβ
i (E)δij son las funciones de Green de Keldysh de las regiones
desacopladas, las ĝr,aij (E) = ĝ
r,a
i (E) δij son las funciones de Green (retardadas/avanzadas)
de equilibrio desacopladas que satisfacen la ecuación[
E ± 0+ −Hi
]
ĝr,ai (E, xi, x
′
i) = δ (xi − x′i) , (2-148)
las autoenerǵıas Σ̂r,aij están dadas por la matriz de acople entre los dos terminales (Σ̂
r,a
ID =
Σ̂r,a∗DI = t̂), y las Ĝ
r,a
ij (E) son las funciones de Green de equilibrio perturbadas por el acopla-
miento y están dadas por la ecuación de Dyson derivada de (2-148) para el Hamiltoniano
(2-139)
Ĝa,rij (E) = ĝ
a,r





Teniendo en cuenta las ecuaciones (2-146,2-147), las propiedades de la traza y la propiedad
Ĝr − Ĝa = Ĝ−+ − Ĝ+−, (2-150)


































Las funciones de Keldysh a su vez pueden expresarse en términos de las funciones de Green
en el equilibrio. Para las funciones perturbadas esto se logra haciendo uso de las ecuaciones














mientras que las funciones de Keldysh no perturbadas obedecen las relaciones
ĝ+−i (E) = 2πiρ̂i (E)ni (E) , (2-154)
ĝ−+i (E) = −2πiρ̂i (E) (1− ni (E)) , (2-155)
en donde ρ̂i (E) es la matriz asociada a la densidad de estados ρi (E) del electrodo i
ρi (E) = Trρ̂i (E) , (2-156)
ρ̂i (E) = −
1
π
Im [ĝri (E)] , (2-157)
2.9 Aproximación Hamiltoniana y propiedades de transporte 49




la distribución de Fermi-Dirac. Como puede verse en
las expresiones anteriores, las funciones de Green de equilibrio desacopladas determinan
completamente las demás funciones de Green del problema y pueden calcularse a través de (2-
148) siguiendo varios métodos [82, 213]. Para sistemas heterogéneos unidimensionales resulta
ventajoso el uso del método de soluciones asintóticas [83, 84, 214], el cual permite obtener
expresiones anaĺıticas para las funciones de Green de cada región considerando condiciones






′) x > x′
Ĉ ′>ψ (x) ψ̃
T
< (x
′) x < x′
, (2-158)
en donde Ĉ y Ĉ ′ son coeficientes matriciales por determinar, las ψ<,> (x) son las soluciones
asintóticas del sistema, las cuales son combinaciones lineales de autoestados del Hamiltoniano
que obedecen ciertas condiciones de frontera sobre los bordes izquierdo (<) y derecho (>) de
la región (aqúı se asume impĺıcita la dependencia con E), y las ψ̃<,> (x) son las soluciones
conjugadas de inversión espacial ψ̃<,> (x) = Pψ<,> (x) [84]. La ecuación (2-148) permite





E ± 0+ −H (x)
]
ĝr,a (E, x, x′) =
∫ x′+0+
x′−0+




dxH (x) ĝ (x, x′) = Î. (2-160)
Una vez determinados estos coeficientes, las funciones de Green de las distintas regiones
quedan completamente determinadas y puede ser implementada para el estudio de las propie-
dades de transporte de una amplia variedad de junturas. Esta técnica junto a la aproximación
Hamiltoniana ha sido implementada con éxito en el estudio de junturas superconductoras a
base de Grafeno [79, 84], y su uso se ilustrará con detalle en los siguientes caṕıtulos para
este material y los aislantes topológicos.
Caṕıtulo 3
Propiedades de transporte en
junturas con base en grafeno y
superconductividad anisotrópica
El estudio de la superconductividad en grafeno ha cobrado un marcado interés en los últi-
mos años. Aunque no hay suficiente evidencia que señale al grafeno como un superconductor
intŕınseco, es posible inducirle este estado mediante dopaje [25, 26] o por efecto de proximi-
dad con materiales superconductores [27, 30]. En teoŕıa, la red cristalina hexagonal admite
la formación de correlaciones superconductoras de simetŕıa s, p y d [28, 29], incluyendo las
simetŕıas quirales de carácter topológico, que presentan estados ABS unidireccionales pro-
tegidos y la posibilidad de modos de Majorana en presencia de campos magnéticos [33, 40]
para su implementación en computación cuántica [47, 49–51]. De hecho, se ha propuesto que
la simetŕıa quiral de onda d podŕıa surgir en grafeno dopado cerca de la singularidad de
Van-Hove [32–34], y la simetŕıa quiral de onda p en grafeno recubierto qúımicamente con
metales alcalinos [35]. Recientemente se ha encontrado posible evidencia experimental de
superconductividad de onda p en grafeno crecido sobre un superconductor dopado de alta
temperatura cŕıtica [30], y posiblemente de la simetŕıa quiral de onda d en una bicapa de
grafeno rotada en un ángulo mágico [31]. Por ahora se requieren estudios teóricos y expe-
rimentales adicionales para esclarecer la naturaleza del potencial de pares presente en estos
sistemas.
El análisis de la conductancia interbrecha en junturas con interfases NS puede proveer
información adicional sobre la naturaleza del potencial de pares inducido por efecto de pro-
ximidad en un material normal [52]. Los procesos de reflexiones de Andreev en la interfase
[53, 54], que en el grafeno pueden ser de tipo especular para bajos dopajes de la región N
[62], dan lugar a estados de Andreev ligados a la interfase [55] y a un perfil caracteŕıstico en
la conductancia que depende en gran medida de la simetŕıa del potencial de pares [56–61].
Por consiguiente, en esta sección se estudian las propiedades electrónicas y de transporte de
una juntura NINS conformada por tres regiones a base de grafeno, un electrodo semi-infinito
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izquierdo normal acoplado débilmente a una cinta, y esta a su vez acoplada a un electrodo
semi-infinito derecho con superconductividad anisotrópica inducida por efecto de proximi-
dad [fig. 3-1]. Las tres regiones son modeladas por un Hamiltoniano BdG-Dirac efectivo
y para el parámetro de orden superconductor se adoptan las simetŕıas d y p presentadas
en la tabla 2-7. Las funciones de Green para cada una de las regiones son calculadas con
el método de soluciones asintóticas y las del sistema compuesto con ayuda de la ecuación
de Dyson. Inicialmente se calcula anaĺıticamente la función de Green local de una versión
simplificada del sistema a modo de modelo en donde se ha omitido el electrodo izquierdo y
se considera un electrodo superconductor altamente dopado. El análisis de los polos de la
función de Green de este sistema permite identificar los diferentes tipos de estados presentes
en la interfase NS, estados ABS, IBS y FPR. A continuación se calcula la densidad espectral
y de estados de la juntura completa NINS de forma numérica y se calcula su conductancia
siguiendo el formalismo de la aproximación Hamiltoniana descrito en el caṕıtulo anterior.
Los rasgos caracteŕısticos encontrados en la densidad de estados y en la densidad espectral
para cada una de las simetŕıas consideradas podŕıan ser identificadas mediante técnicas de
espectroscoṕıa como ARPES y STS1, y los de la conductancia en experimentos de transporte























































































Figura 3-1: Esquema de la juntura NINS a base de grafeno, incluyendo el perfil de los niveles
de Fermi para cada región. Las flechas en verde representan los procesos de tunelamiento
entre las regiones con parámetros de saltos ti. El acople imperfecto con el electrodo izquierdo
puede lograrse, por ejemplo, mediante un defecto lineal de la red [215].
1Scanning Tunneling Spectroscopy.
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3 Propiedades de transporte en junturas con base en grafeno y
superconductividad anisotrópica
3.1. Funciones de Green para una cinta normal de
grafeno con bordes zigzag
A continuación se ilustrará el uso de la técnica de funciones de Green con soluciones
asintóticas implementada en [84] para el caso de una peĺıcula de grafeno normal con bordes
zigzag, aunque generalizada para el caso de coeficientes matriciales en las funciones de Green.
Considérese una cinta infinita de grafeno con bordes de tipo zigzag orientada a lo largo del eje
y, de modo que los puntos de Dirac se encuentran ubicados en ±Kŷ y el sistema presenta un
momento conservado a lo largo de la cinta ~q. Ya que este tipo de borde no involucra procesos
de reflexión inter-valles la contribución de cada uno de estos puede tratarse por separado.
Aśı la solución completa (2-23) toma la forma ψ±,A(B) (r) = e
±iKyφ̂±,A(B) (r), en donde
los espinores φ̂± (r) satisface la ecuación de Dirac (2-24) H± (k→ −i∇r) φ̂± (r) = Eφ̂± (r)
asociada a (2-19) y están dados por las expresiones
φ̂± (r) = f̂± (x) e
iqy, (3-1)
f̂± (x) = c1e
ikxϕ̂1± + c2e
−ikxϕ̂2±, (3-2)





2 y e±iα ≡ ~vF (k ± iq) /E, en donde el ı́ndice ε = ± corresponde al
signo del vector de onda en x de los electrones y las ci son constantes determinadas por las
condiciones de frontera. El Hamiltoniano BdG asociado a este sistema está dado por (2-135)
con ∆̂ = 0, el cual puede desacoplarse en el espacio de esṕın como en el caso de (2-102) para
dar lugar a dos Hamiltonianos BdG-Dirac equivalentes de la forma (2-116)
H±BdG (r) =
(
H± (r)− EF σ̃0 0
0 EF σ̃0 −H± (r)
)
, (3-3)
en donde se ha aproximado el potencial qúımico a la enerǵıa de Fermi de la cinta EF (T → 0)
y se han desacoplado los grados de libertad de esṕın como en (2-102). Debido a la completa
equivalencia e independencia de los valles, se considerará desde ahora únicamente el valle
+K. Teniendo en cuenta los resultados anteriores, los espinores propios de este Hamiltoniano
tipo electrón (e) o tipo hueco (h) con enerǵıa de excitación Ee/h = ± (~vF |k| − EF ) están
dados por
ψeε (r) = e
i(q+K)yeεikex (ϕ̂eε, 0)














eiαµ ≡ ~vF (kµ + iq) / (EF ± E ) , (3-6)
(µ = e, h) y con vector de onda
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en donde la función signo garantiza el sentido correcto del vector de onda para las excitaciones
en la banda de valencia. Las funciones de Green de equilibrio retardada y avanzada para un





ĝr,a (E, r, r′) = δ (r− r′) . (3-8)
Debido a la invariancia traslacional del sistema en dirección y, las funciones de Green son
homogéneas en esta dirección (haciendo q +K → q)
ĝr,a (E, r, r′) = ĝr,a (E, x, x′, y − y′) =
∫
dqeiq(y−y
′)ĝr,a (E, q, x, x′) /2π, (3-9)
hecho que hace posible reducir la ecuación inhomogénea a su versión 1D (2-148) y permite
implementar el método de soluciones asintóticas con las expresiones (3-4). Para este sistema
las soluciones son de la forma (3-2)
ψe<,> (x) = ψ
e




± (x) , (3-10)
ψh<,> (x) = ψ
h





en donde las ψµε (x) e
iqy corresponden a las soluciones (3-4) de forma que una cuasipart́ıcula
incidente desde el interior es reflejada nuevamente hacia éste con una cierta amplitud de
probabilidad rµi debido a la presencia de bordes o fronteras. Para condiciones de frontera de

































′) x > x′
, (3-13)
en donde las ψ̃ν<,> (x) e
−iqy = Pψν<,> (x) e−iqy son las soluciones asintóticas conjugadas corres-
pondientes al Hamiltoniano HTBdG(−q) = HBdG(q) con P = τ0 ⊗ σz el operador de inversión
espacial para el caso zigzag [84]. Resta determinar los coeficientes matriciales Ĉµν y Ĉ
′
µν , de
los cuales solo aquellos con µ = ν son no nulos debido a que el Hamiltoniano BdG (3-3) es
diagonal en el espacio de Nambú. Para (3-8) la condición correspondiente a (2-160) es
ĝ
(








(τz ⊗ σ̃x) . (3-14)
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Agrupando términos semejantes se deduce que Ĉµµ = Ĉ
′
µµ y asumiendo simetŕıa electrón-












con Rµ = 1− rµDr
µ
I . Finalmente, la función de Green para x < x

























De/h = 2Re/hcosαe/h, (3-18)




Je/h = 1− re/hI e
±2iαe/he±2ixke/h ,




Le/h = 1− re/hD e
∓2iαe/he∓2ix
′ke/h ,
y s = 1. La expresión correspondiente para x′ < x está dada por (3-16) al intercambiar las
coordenadas (x ↔ x′) y con s = −1. Para una lámina de grafeno semi-infinita izquierda
(derecha) con borde zigzag a lo largo del eje y la función de Green está dada por (3-16)
haciendo rµI = 0 (r
µ
D = 0).
3.2. Función de Green de una lámina semi-infinita de
grafeno con borde zigzag y superconductividad
anisotrópica inducida
Ahora se implementará el método de soluciones asintóticas con coeficientes matriciales
para el caso de una lámina semi-infinita (derecha) de grafeno con borde zigzag a lo largo del
eje y y con superconductividad no convencional inducida por efecto de proximidad. Las exci-
taciones elementales en este sistema están descritas por el Hamiltoniano BdG-Dirac (2-135)
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para cada uno de los valles. Asumiendo que el potencial de pares inducido es de tipo unitario,
el Hamiltoniano BdG también puede desacoplarse en dos Hamiltonianos equivalentes de la
forma (3-3) para cada canal de esṕın
HBdG (r,k) =
(
H (r)− EF σ̃0 ∆ (k) σ̃0
∆∗ (k) σ̃0 EF σ̃0 −H (r)
)
, (3-19)
con espectro de excitación (2-136)
Ee/h = ±
√
(~vF |k| − EF )2 + |∆ (θ)|2, (3-20)
en donde se ha considerado el ĺımite de acoplamiento débil en el potencial de pares (k '
kF (cosθx̂ + senθŷ)). Se adoptó además la siguiente forma para el parámetro de orden






ϕ (θ) = −iln(∆(θ)/ |∆(θ)|), (3-23)
y en donde ∆0 ≥ 0 es la amplitud del potencial de pares y r1 = ∆1/∆0, r2 = ∆2/∆0 =√
1− r21 son los pesos relativos de la parte real e imaginaria de ∆(θ). El entero n determina
la simetŕıa orbital del estado superconductor: los valores n= 0, 2 corresponden a los casos
de onda s y d respectivamente, mientras que n = 1 corresponde a los casos de onda p
(fig. (2-7)). En esta sección se consideran los casos quirales d+ y los casos simétricos p+
(χp,A) y p− (χp,B). Para implementar el método de soluciones asintóticas conviene dividir la
superficie de Fermi en dos partes: θ+ =arcsin(q/kF ) para las soluciones propagantes hacia la
derecha y θ− = π − θ+ para las soluciones propagantes hacia la izquierda. Los autoestados
del Hamiltoniano (3-19) son de la forma


















en donde los espinores ϕ̂µε están dados por (3-5) con vector de onda







E2 − |∆|2, las fases superconductoras ϕε = ϕ (θε) por (3-23), y las amplitudes
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Para una lámina semi-infinita hacia la derecha las soluciones asintóticas de las ecuaciones
BdG-Dirac son una superposición de reflexiones normales y reflexiones de Andreev (nótese
que los signos del número de onda en dirección x son opuestos a las velocidades de propaga-
ción para las cuasipart́ıculas tipo hueco)
ψe< (x) =ψ
e
− (x) + reψ
e
+ (x) + rhψ
h
− (x) , (3-26)
ψh< (x) =ψ
h













































con Γ0 ≡ v0/u0 y ∆ϕ = ϕ+ − ϕ−. Para este caso las funciones de Green también están
dadas por la expresión (3-13), en donde las soluciones conjugadas ψ̃νT<,> satisfacen las ecua-
ciones BdG con el Hamiltoniano HTBdG(−q,∆ (θ+)) = HBdG(q,∆∗ (θ−)), ψ̃νT<,> (x, ϕ±) =(
Pψν<,> (x,−ϕ∓)
)T
. Aśı, las soluciones ψ̃νT<,> están dadas por las relaciones (3-26) pero ahora
en términos de los espinores conjugados ψ̃µε


















Para este caso la condición (2-160) también se reduce a (3-14), de donde se obtienen las
siguientes relaciones
Ĉµν = Ĉµµδµν , (3-30)
Ĉµµ = Ĉ
′





X ≡ ψe< (0) ψ̃eT> (0) + ψh< (0) ψ̃hT> (0)− ψe> (0) ψ̃eT< (0)− ψh> (0) ψ̃hT< (0) .
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−B 0 D 0
0 −B 0 F ei(ϕ++ϕ−)
−F 0 A 0











































Finalmente la función de Green para x < x′ está dada por

































y para x′ < x por
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Las expresiones (3-33) y (3-34) para las funciones de Green constituyen resultados ori-
ginales de este trabajo y generalizan la expresión de onda s reportada en [84] para el caso
de superconductores anisotrópicos. Los resultados de estas dos últimas secciones proveen los
bloques básicos de construcción para los desarrollos presentados en el resto del caṕıtulo.
3.3. Funciones de Green del sistema acoplado
Considérese un sistema conformado por dos regiones de grafeno con bordes zigzag a lo
largo del eje y en contacto en x = x0, de forma que en la interfase quedan acoplados átomos
de carbono de diferente subred. Si se adoptan como condiciones de frontera ψµ< (xI) |A/B =
ψµ> (xD) |B/A = 0, en la interfase las cuasipart́ıculas en los sitios B/A de la región izquierda
pueden “saltar”a los sitios A/B de la región derecha (o viceversa). En el equilibrio, las
funciones de Green del sistema acoplado se pueden obtener con ayuda de una ecuación
integral de Dyson de la forma [84]
Ĝ(xi, x
′




dx1dx2ĝ(xi, x1)V̂ik(x1, x2)Ĝ(x2, x
′
j) (3-36)
en donde los sub́ındices i, j = I,D hacen referencia a la región izquierda (I) o derecha (D),
ĝ(xi, x
′
j) = ĝ(xi, x
′
i)δij es la función de Green de la región i sin acoplar, y el potencial de
acople V̂ik(x1, x2) está definido por
V̂ik(x1, x2) = δ (x1 − x0,i) Σ̂i,kδ (x2 − x0,k) (3-37)
en donde las coordenadas x0,i definen la vecindad derecha e izquierda del punto de contacto
involucradas en la transferencia de cuasipart́ıculas
x0,I = x0 − ε, x0,D = x0 + ε′ (3-38)
con ε, ε′ tales que 0 < ε, ε′  1 , y en donde las matrices Σ̂ik (k 6= i) son las autoenerǵıas
de salto de la región i a la región k (conviene mantener ε 6= ε′ debido a que las funciones de
Green dependen del orden de sus argumentos espaciales). Aśı, para el salto de cuasipart́ıculas
desde los sitios B/A de la izquierda a los sitios A/B de la derecha, las autoenerǵıas están













en donde t es la amplitud de salto, y corresponden a un Hamiltoniano de tunelamiento en
el espacio de subred de la forma HT = tĉ
†
A/B ĉB/A+h.c. (para t = ~vF el acople es perfecto o
transparente). Aśı, la ecuación de Dyson (3-36) asume la forma (2-149)
Ĝ(xi, x
′
j) = ĝ(xi, x
′
j) + ĝ(xi, x0,i)Σ̂i,kĜ(x0,k, x
′
j). (3-41)
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Esta ecuación puede resolverse para cada interfase, dando lugar a expresiones como [79]
(ver apéndice C)
ĜI/D = ĝI/D + (3-42)
ĝ(xI/D, x0 ∓ ε−)Σ̂ID/DIM̂D/IgD/I,0Σ̂DI/IDĝ(x0 ∓ ε+, x′I/D),
ĜID/DI = ĝ(xI/D, x0 ∓ ε−)Σ̂ID/DIM̂D/I ĝ(x0 ± ε+, x′D/I), (3-43)

























, ĝI/D,0 = ĝ(x0 ∓ ε+, x0 ∓ ε−), con ε− < ε+. Para calcular las funcio-
nes de Green de sistemas conformados por más de dos regiones, estas ecuaciones pueden
implementarse de forma consecutiva.
3.4. Juntura modelo NS y estados interbrecha
A continuación se estudiará el caso de una juntura NS conformada por una cinta de
grafeno de ancho d y bordes zigzag a lo largo del eje y en contacto a la derecha con una
lámina de grafeno semi-infinita altamente dopada con borde zigzag y con superconductividad
no convencional inducida por efecto de proximidad. Se asumirá que la cinta satisface las
condiciones de frontera ψµ< (xI = −d) |B = ψµ> (xD = 0) |A = 0 y la lámina semi-infinita
ψµ< (xI = 0) |B = 0. Se desea calcular la función de Green del sistema acoplado evaluada en
la interfase en x0 = 0. Aśı, la ecuación de Dyson (3-42) toma la forma (apéndice C)
Ĝ(−ε+,−ε−) = ĝ(−ε+,−ε−) + (3-45)
ĝ(−ε+,−ε−)Σ̂IDM̂Dg(ε+, ε−)Σ̂DI ĝ(−ε−,−ε+), con
M̂D =
[
1− ĝ(ε+, ε−)Σ̂DI ĝ(−ε+,−ε−)Σ̂ID
]−1
.
En esta expresión las funciones de Green de la cinta sin acoplar pueden obtenerse de
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mientras que la expresión para la lámina semi-infinita superconductora se obtiene de (3-34)














0 0 1 0
 , (3-50)
en donde
Ψ11 = 1 + Γ
2




































Ψ33 = 1 + Γ
2




con rµ dados por (3-28), y en el ĺımite de alto dopaje (e





















0 0 −1 0
 . (3-52)
Nótese que en todos los casos, los elementos de matriz correspondientes a las componentes
de subred afectadas por las condiciones de frontera son nulas. Antes de proceder al cálculo
de la funciones de Green del sistema acoplado, resulta interesante analizar las ráıces de los
denominadores de éstas funciones ya que coinciden con los polos de la densidad espectral
A(x,E, q) y la densidad de estados (DOS)2 ρ (x,E) debido a las relaciones (2-156)










En las expresiones (3-47) y (3-48) los factores eiαe/h dan lugar a una singularidad ubicada
en Ee/h = ±EF que corresponde al estado ligado a la frontera caracteŕıstico del borde zigzag
2Density of States.
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que une a los dos conos por el vértice [13, 75, 84, 216–219]. Este estado de borde es el
único presente para una lámina de grafeno semi-infinita para la cual los factores geométricos
(3-49) no están presentes (fµ → 1), como puede verificarse en la expresión general (3-
16) para rµI = 0. Se consideró un acople perfecto entre las dos regiones de la interfase
(t = ~vF ) para evitar que los estados de borde zigzag opaquen los rasgos de otros estados
presentes en la juntura. En el caso de la cinta, los denominadores de estos factores contienen
información sobre nuevos estados asociados a la geometŕıa (ancho) y a las condiciones de
frontera impuestas sobre la cinta
1 + e∓2iαe/he±2idke/h = 0 ⇒
ikµ − q
ikµ + q
= e2idkµ . (3-55)
Para momentos kµ reales esta expresión trascendente constituye una condición de cuanti-




2 para los modos estacionarios confinados en la cinta, mientras que
para momentos imaginarios kµ = −iκµ esta relación conduce a estados ligados al borde cuya
relación de dispersión está definida por la expresión q = −κµ,n/tanh(κµ,nd), que se reduce a
la relación de dispersión Ee/h = ±EF del caso semi-infinito para q < 0 con |q|  1/d. Por
otra parte, las ráıces del denominador S de la función de Green superconductora (3-52) dan
lugar a la relación de dispersión de los estados ligados de Andreev (ABS) (2-118)




/ΛS = 0 ⇒
EABS ≡ ± |∆ (θ)| cos (∆ϕ/2) , (3-56)




ei∆ϕ/2 (E + Ω) (Ωcos (∆ϕ/2)− iEsen (∆ϕ/2)) . (3-57)
Las diferencias de fase ∆ϕ para cada una de las simetŕıas involucradas se presentan
en la figura 3-2. Para las simetŕıas s, dx2−y2 y py, ∆ϕ = 0 por lo que (3-56) se reduce a
E = ± |∆ (θ)|. Para las simetŕıas dxy y px, ∆ϕ = ±π lo que conduce a un estado de enerǵıa
cero (E = 0). Para la simetŕıa quiral de onda d simétrica (χd), ∆ϕ= 4θ + 4nπ lo que da
lugar a la relación E = ± |∆ (θ)|cos(2θ), mientras que para las simetŕıas quirales de onda p
(χp) se tiene que ∆ϕ = sgn(r1)(2θ + π) lo que conduce a la relación E = ± |∆ (θ)|senθ. La
información del carácter quiral del los estados χd,p se encuentra codificada en el denominador
ΛS, el cual puede considerarse como un factor adicional en los numeradores de los elementos
matriciales de la función de Green, y su observación requiere el cálculo completo de la
densidad espectral.
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Figura 3-2: Parámetro de orden y diferencia de fases ∆φ en función del ángulo para las
simetŕıas de onda d y p consideradas.
En la figura 3-3 se ilustra en escala de grises la densidad espectral A(x0, E, q) de una
juntura NS para las simetŕıas mencionadas, en donde la cinta se ha reemplazado por una
lámina de grafeno normal semi-infinita para minimizar los efectos geométricos. Se considera-
ron los ĺımites de dopaje cero [fig. 3-3 a)-f)] y alto dopaje (EFE, |∆ (θ)|) [fig. 3-3 g)-l)],
en donde puede apreciarse la diferencia en la dependencia angular de las zonas de brecha
|∆(θ)| para cada simetŕıa, lo que permitiŕıa su identificación directa mediante ARPES. Tam-
bién se observa en medio de estas zonas algunas bandas de estados evanescentes que fueron
ajustadas con las relaciones de dispersión obtenidas para cada caso. Como se hab́ıa men-
cionado en el caṕıtulo 2, para las simetŕıas quirales χd,p los ABS se encuentran protegidos
topológicamente y el número de estos modos coincide con el número de Chern o ı́ndice. Esto
puede apreciarse en la figura 3-3, en donde se observan dos ramas de modos co-propagantes
asociados a N = 2 para los casos χd [b) y h)], y una sola banda con dispersión lineal para el
modo correspondiente a N = 1 [e) y k)] [33, 34].
Reemplazando las expresiones para las funciones de Green locales en la ecuación de Dyson
(3-45) se obtiene el siguiente denominador para la función de Green del sistema compuesto
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(ver apéndices C y D)
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Figura 3-3: Densidad espectral de la juntura NS evaluada en la interfase para distintas
simetŕıas y dopajes. Los paneles (a-f) corresponden a EF = 0 y los paneles (g-l) a EF = 10∆.
Sobre éstas se muestran las bandas de los ABS (verde continuo) e IBS (rojo a trazos).
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y X está dado por









Las ráıces de este denominador dan lugar a las relaciones de dispersión para los diferentes
estados presentes en la interfase. Aparte de los estados ya mencionados, propios de las
regiones desacopladas contenidos en las ráıces de los factores N y S, el factor X contiene
información de las relaciones de dispersión de los estados interbrecha originados por el acople









⇒ E = ±
(
Ccos (∆ϕ/2) + isin (∆ϕ/2)√
C2 − 1
)
|∆ (θ)| , (3-61)
con
Z =
(1− Φ) + C (1 + Φ)





Φ = e−i∆ϕ, y en donde el denominador ΛX está dado por
ΛX =
E (Φ− 1)− (1 + Φ) Ω
(e−iαefe + eiαhfh) (1− Z2)
×E [C (Φ− 1)− (1 + Φ)]− Ω [(1− Φ) + C (1 + Φ)]
(C (Φ− 1)− (1 + Φ))2
,
Al igual que en el caso anterior, este denominador contiene información sobre la quiralidad de
los estados y puede considerarse un factor más del numerador de los elementos de la función
de Green perturbada. Para examinar la naturaleza de los estados interbrecha involucrados
en la relación de dispersión general (3-61), resulta conveniente primero estudiar el caso de
una lámina normal semi-infinita acoplada a la lámina superconductora, lo cual se consigue
al hacer los factores geométricos (3-49) iguales a uno (fµ = 1). Para un superconductor
convencional de onda s y k = iκ la relación de dispersión (3-61) se reduce a la expresión
(2-137) de la referencia [75], lo que indica que esta expresión contiene información sobre
la dispersión de los estados ligados de interfase (IBS) para las simetŕıas no convencionales
consideradas en (3-21) y por ende constituye un aporte original de este trabajo. En el ĺımite
de alto dopaje (eiαe ≈ eiαh), la relación de dispersión (3-61) coincide con la de los ABS
(2-118,3-56) lo que implica que los IBS solo pueden ser diferenciados de los ABS para bajos
dopajes comparados con |∆ (θ)|. En el ĺımite opuesto (EF → 0) la relación de dispersión
(3-61) conduce a la expresión (ver apéndice D)
EIBS ≈ ±ε |∆ (θ)|
√ (
ε2 + |∆ (θ)|2
)
(1− η2)
ε4 + |∆ (θ)|4 − 2ε2 |∆ (θ)|2 (2η2 − 1)
, (3-63)
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con ε=~vF q y η=sen(∆ϕ/2). En la figura 3-3 se grafican las relaciones de dispersión para
los estados IBS con ĺıneas de trazos en rojo sobre las densidades espectrales. Como puede
observarse, tanto para los casos de dopaje cero como de alto dopaje los IBS no se distinguen
de los ABS (3-56), excepto para las simetŕıas dx2−y2 y χd,p en la cercańıa del cono de Dirac
de la región normal [fig. 3-3 a) y b)]. Para las simetŕıas dx2−y2 y py la relación de dispersión
(3-63) toma una forma simplificada [fig. 3-3 a) y f)]
EIBS = ±
~vF q |∆ (θ)|√
(~vF q)2 + |∆ (θ)|2
, (3-64)
la cual es análoga a la del caso de onda s para EF = 0 de la referencia [75], y describe las
bandas en forma de “Υ”de los casos s y dx2−y2 en la vecindad de q = 0. Para la simetŕıa
quiral χd también se observa este comportamiento para η  1 [fig. 3-3 b)].
Identificados los rasgos de los estados ligados de Andreev y de interfase, se procederá
ahora a analizar los efectos geométricos del ancho finito de la cinta considerando ahora los
factores fµ (3-49) y el ĺımite de alto dopaje para incrementar su influencia sobre los IBS
y reducir el efecto de los estados de borde zigzag. En este régimen, la expresión general
(3-61) da lugar a la relación de dispersión de estados cuasiligados de Andreev o resonancias
geométricas de tipo Fabry-Pérot (FPR) (ver apéndice D)
E = ± |∆ (θ)| cos
(











± cos−1 (E/ |∆ (θ)|)
)
. (3-66)
Como se hab́ıa ilustrado en el caṕıtulo 2, estas resonancias consisten en estados de Andreev
confinados por los procesos de reflexión normal en el borde izquierdo de la cinta y los procesos
de reflexión de Andreev en la interfase NS. Nótese que la separación entre niveles de enerǵıa
es inversamente proporcional al ancho d de la cinta y por lo tanto el número de niveles
de FPR por unidad de enerǵıa se incrementa con d, y en el limite cuando d → 0 (3-65) la
relación de dispersión coincide con la expresión (3-56) para los ABS de borde. La relación (3-
65) puede interpretarse como la condición de intersección entre dos funciones de la enerǵıa,
una lineal con pendiente |∆ (θ)|−1 y una armónica con frecuencia 2d/~vF y fase −∆ϕ/2. Para
los casos (s) dx2−y2 y py (∆ϕ = 0) la función armónica es de tipo coseno mientras que para
los casos dxy y px (∆ϕ = ±π) la función armónica es de tipo seno dando lugar a un estado
E = 0. Luego para todas las simetŕıas d con r1 > 0 la solución de mı́nima enerǵıa para las
FPR tiene una enerǵıa finita que tiende a cero al mismo tiempo que la contribución real del
potencial de pares (3-21) desaparece, mientras que para las simetŕıas p el comportamiento
parece ser el inverso ya que el estado E = 0 desaparece para r1 = 0.
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3.5. Densidad de estados de la juntura NINS
A continuación se estudiarán las densidades de estados de una juntura NINS, la cual bási-
camente consiste en la juntura NS analizada en la sección anterior, ahora acoplada débilmente
a la izquierda con una lámina semi-infinita de grafeno en estado normal a modo de electrodo
[fig. 3-1], de forma que el acople imperfecto simula una región muy delgada tipo aislan-
te (I). La presencia de un acople imperfecto con el electrodo normal izquierdo da lugar a
un estado de borde zigzag desdoblado como puede inferirse a partir del denominador de la
función de Green de una juntura NN entre dos láminas semi-infinitas. Por ejemplo para el
caso de enerǵıas de Fermi iguales para las dos regiones normales éste presenta la relación de
dispersión (ver apéndice D)
E = ± 2v
2~2t
t2 + v2~2
q − EF . (3-67)
Nótese que para una amplitud de salto t = 0 esta expresión coincide con la relación de
dispersión del estado de borde zigzag de una lámina semi-infinita, mientras que para un
acople transparente (t = ~v) los estados de borde desaparecen al coincidir con los ĺımites
de los conos de Dirac (k = 0). Aunque estos estados de borde presentan una contribución
importante sobre las densidades de estados del contacto NIN izquierdo, su influencia sobre
las del contacto derecho NS decae rápidamente en función del ancho d > ξ de la región
central (con ξ = ~v/ |∆| la longitud de coherencia superconductora), lo que permite estudiar
la naturaleza del potencial de pares inducido en la región S a través de los rasgos de los ABSs
e IBSs. El acople imperfecto también acentúa los efectos geométricos del tamaño finito de
la cinta sin reducir a cero el transporte sobre la juntura, ya que da lugar a la formación de
FPRs que contienen información sobre la simetŕıa del potencial de pares inducido.
En las figuras 3-4 y 3-5 se muestran las densidades espectrales de la juntura NINS de la
figura 3-1 evaluadas en x = 0 para las simetŕıas d y p de la tabla 3-2, tanto para el régimen
de dopaje cero [paneles a)-d)] como de alto dopaje [paneles e)-h)]. Como en el caso de la
juntura NS, se aprecia para cada caso la zona de brecha caracteŕıstica de cada simetŕıa, y en
medio de ésta la estructura de bandas de estados evanescentes ABS e IBS, que para los casos
topológicos χA/B presenta una quiralidad definida [fig. 3-3]. Sin embargo, ahora la región
central de ancho finito (d = 2ξ) de la juntura NINS introduce nuevas bandas interbrecha al
interior del cono de Dirac de tipo FPR. En el régimen no dopado, las simetŕıas d con brecha
al rededor del cono como dx2−y2 y χd [fig. 3-4 a)-c)] presentan un banda FPR que cruza el
punto de Dirac, y una segunda banda FPR mas pequeña cercana al borde de la brecha. Para
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Figura 3-4: Mapas de densidad espectral y DOS (curvas en azul) de la juntura NINS eva-
luada en la interfase NS para las simetŕıas de onda d estudiadas. Los paneles a)-d) corres-
ponden a una enerǵıa de Fermi de la peĺıcula central EF = 0 y los paneles e)-h) a EF = 10∆
(EFI = EFS = 30∆, tI = 0.1, tD = 1 y d = 2ξ).
las simetŕıas p con brecha alrededor del cono como px y χp [fig. 3-5 a)-c)], solo se observa
la banda FPR que cruza el punto de Dirac. En el régimen de alto dopaje (EF = 10∆,
paneles e)-h) de las figuras 3-4 y 3-5) las reflexiones de Andreev transitan del régimen
especular al régimen retrodispersivo, favoreciendo aśı la formación de trayectorias cerradas
e incrementando la contribución de las FPR que ahora se presentan en una serie de bandas
onduladas con forma de arco. Nótese que para las simetŕıas de onda d los arcos tienden
a acercarse entre śı a medida que r1 disminuye para dar lugar finalmente a un estado de
enerǵıa cero para la simetŕıa dxy, como hab́ıa sido previsto por el modelo (3-65). Por otra
parte, se observa la presencia permanente de una banda que cruza el punto E = 0 en q = 0
para las simetŕıas p con r1 > 0, lo cual también coincide con lo predicho por el modelo para
estas simetŕıas (∆ϕ (θ = 0) = π). Aśı, bajo los mismos parámetros del sistema los casos de
onda d con r1 > 0 siempre exhiben un número par de bandas FPR mientras que los casos
de onda p con r1 > 0 presentan un número impar de éstas debido a la presencia del estado
a E = 0.
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Figura 3-5: Mapas de densidad espectral y DOS (curvas en azul) de la juntura NINS
evaluada en la interfase NS para las simetŕıas de onda p estudiadas. Los paneles a)-d) corres-
ponden a una enerǵıa de Fermi de la peĺıcula central EF = 0 y los paneles e)-h) a EF = 10∆
(EFI = EFS = 30∆, tI = 0.1, tD = 1 y d = 2ξ).
En cuando a la DOS (en azul a la izquierda de los paneles) se encuentra que su perfil
está principalmente influenciado por ∆(θ). Para el caso dx2−y2 se observa que la dependencia
cos(2θ) del parámetro de orden induce un perfil en forma de “V ” en la DOS [fig. 3-4 a)],
incluso apreciable en el caso de alto dopaje bajo los picos producidos por las bandas FPR
que se hacen más relevantes [fig. 3-4 e)]. El caso de dopaje cero también exhibe un pequeño
pico bajo el borde de la brecha correspondiente a la segunda banda FPR. Los casos quirales
simétrico χd (r1 =
√
2/2) [fig. 3-4 b),f)] y r1 = 0.4 [fig. 3-4 c),g)] presentan una DOS con
una región interbrecha convexa en forma de “U” flanqueada por dos mı́nimos debido a la
contribución de las bandas de los ABS topológicos y a la forma de la zona de brecha, que
para el caso simétrico es uniforme (∆0/
√
2) mientras que para r1 = 0.4 presenta forma de
“M”. Al igual que en el caso anterior, las bandas FPR inducen una serie de picos en medio
de la zona de brecha, dos picos agudos que enmarcan la zona convexa para el caso no dopado
y varios picos para el caso de alto dopaje. Para el caso dxy la zona de brecha carece de picos
que la enmarquen debido a la dependencia sen(2θ), y la DOS exhibe un pico importante a
E = 0 debido a la banda plana de los ABS [fig. 3-4 d)], y dos pequeños picos adicionales
para el caso de alto dopaje debido a las bandas FPR [fig. 3-4 h)].
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La DOS para el caso px presenta un comportamiento análogo al del caso dxy [fig. 3-5
a),e)], en donde también se observa un pico agudo a enerǵıa cero debido a la banda plana de
los ABS a E = 0, y unos picos adicionales FPRs para el caso de alto dopaje. Respecto a los
casos χp,A/B para dopaje cero la DOS presenta una zona interbrecha convexa flanqueada por
dos mı́nimos originada por la contribución de los ABS lineales y la zona de brecha uniforme
[fig. 3-5 b),c)], aunque con un mı́nimo pronunciado a E = 0 en contraste con el caso dopado
[fig. (3-5)(f,g)] en donde se observa un pico importante a E = 0 debido a la banda FPR en
la vecindad de q ∼ 0, y algunos picos pequeños de tipo FPR. Finalmente, el caso py presenta
una DOS con forma de “V ” similar al caso dx2−y2 [fig. 3-5 d),h)], aunque sin los picos en
±∆ (θ = 0), lo cual es caracteŕıstico de las simetŕıas p. Nuevamente el caso dopado presenta
dos pequeños picos interbrecha FPR adicionales alrededor de q ∼ 0 [fig. 3-5 h)].
Aunque la estructura de bandas FPR no es simétrica respecto al vector de onda q, esta se
hace simétrica al considerar la contribución del valle −K, como puede observarse en la figura
3-6 para el caso χp, ya que como se hab́ıa mencionado, todos los cálculos se han realizado
para el valle +K (las expresiones correspondientes para las funciones de Green en el valle−K
pueden obtenerse de las halladas en la sección anterior mediante la operación de inversión
temporal, que implica efectuar el cambio q → −q en los factores eiαµ y θ → θ + π en el
potencial de pares ∆ (θ)). No obstante, es importante resaltar que la quiralidad caracteŕıstica
de los ABS e IBS de las simetŕıas quirales persiste al considerar la contribución del otro valle




















































a) Valle (+) b) Valle ( - ) c) Suma 
Figura 3-6: Dependencia respecto al valle de la densidad espectral y DOS de la juntura
NINS evaluadas en la interfase NS para la simetŕıa χp,A. (EFI = EFS = 30∆, tI = 0.1,
tD = 1 y d = 2ξ).
Todos estos rasgos son claros indicadores de la presencia de estas simetŕıas en grafeno
y constituyen una gúıa útil para su detección en posibles experimentos de espectroscoṕıa
ARPES o STS3 [25, 220–226].
3En presencia de desorden existen diferencias adicionales entre las simetŕıas dx2−y2/py y py/px [60, 61].
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3.6. Conductancia diferencial de la Juntura NINS
En esta sección se estudiarán las propiedades de transporte de la juntura NINS. Para esto
se calculará la conductancia diferencial del sistema mediante el formalismo de la aproxima-
ción Hamiltoniana [80] adaptado para el caso del grafeno [79]. En este caso el sistema de tres
regiones esta descrito por un Hamiltoniano de la forma
H = HI +HC +HD +HTI +HTD , (3-68)
en donde HI,C,D son los Hamiltonianos asociados a las regiones desacopladas izquierda (I),
central (C) y derecha (D), y los HTI,D son Hamiltonianos de tunelamiento en los contactos
izquierdo y derecho, que corresponden a las autoenerǵıas que acoplan la región central con












iφD(τ)/2ĉ†q,DAσ b̂q,DBσ + h.c., (3-70)
con tI(D) las amplitudes de salto de los contactos izquierdo y derecho, φI(D)(τ) = φ0 +
2(µI(D) − µC)τ/~ las fases de calibre dependientes del tiempo τ inducidas por la diferencia
de potencial qúımico en las interfases, los ĉq,νσ̃σ, con ν = I,D y σ̃ = A,B, los operadores de
aniquilación fermiónicos sobre los bordes de las regiones izquierda y derecha con momento
paralelo a la interfase q y esṕın σ, y los b̂q,vσ̃σ son los operadores de aniquilación fermiónicos
correspondientes a los bordes izquierdo y derecho de la región central. Aśı, en la imagen de


























Este resultado puede expresarse en términos de las funciones de Green de Keldysh defi-


















en donde α, β corresponden a las ramas temporales del contorno de Keldysh, Tc es el operador
de ordenamiento temporal de Keldysh y en donde se han definido los vectores
D̂q,i (τ) =
(
d̂q,iA↑ (τ) , d̂q,iB↑ (τ) , d̂
†







d̂†q,iA↑ (τ) , d̂
†
q,iB↑ (τ) , d̂q,iA↓ (τ) , d̂q,iB↓ (τ)
)
, (3-74)
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con i, j = I, C, C ′, D los ı́ndices que definen el borde de acción de los operadores de acuer-
do con las relaciones d̂q,Iσ̃σ(τ) = ĉq,Iσ̃σ(τ), d̂q,Cσ̃σ(τ) = b̂q,Iσ̃σ(τ), d̂q,C′σ̃σ(τ) = b̂q,Dσ̃σ(τ),
d̂q,Dσ̃σ(τ) = ĉq,Dσ̃σ(τ), (C y C
′ corresponden respectivamente a los bordes izquierdo y dere-


















en donde se ha adoptado la notación abreviada t̂I(D) = (ΣID)I(D) de acuerdo a las relacio-
nes (3-39) y (3-40). Ya que se trata de una situación estacionaria, las funciones de Green
dependen únicamente de la diferencia de argumentos temporales, lo que permite calcular su


















Esta expresión puede escribirse en términos de las funciones de Keldysh locales con ayuda
de las ecuaciones de Dyson (2-146) y (2-147)






















en donde se ha hecho uso de la relación Σ̂rij = Σ̂
a
ij. Teniendo en cuenta las propiedades de la




















en donde las funciones de Keldysh no perturbadas están dadas por relaciones análogas a
(2-154) y (2-155)
ĝ+−q,i (E) = 2πiρ̂q,i (E) n̂i (E) , (3-80)
ĝ−+q,i (E) = −2πiρ̂q,i (E) (τ0 − n̂i (E)) , (3-81)
siendo ρ̂q,i la matriz de densidad de estados del electrodo i (2-156) y n̂i la matriz de ocupación
de cuasipart́ıculas respectivamente






n̂i(E) = diag(ni,e(E)σ̃0, ni,h(E)σ̃0), (3-83)




las funciones de Fermi-Dirac para electrones/huecos
(en lo subsiguiente se considerará el limite T → 0). Las funciones de Keldysh del sistema aco-
plado se relacionan con las funciones de Green avanzadas/retardadas mediante la ecuación
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en donde se ha introducido un factor 2 debido a la contribución del otro valle y se ha omitido
la dependencia con respecto a E. El potencial eléctrico V entre los electrodos establece la
ligadura eV = µI − µD, luego es posible introducir su efecto mediante un corrimiento en los
potenciales qúımicos, por ejemplo, µI = EFI + eV y µD = EFD = EFI , en donde los niveles
de Fermi son fijados por efecto de campo mediante puertas, razón por la cual las DOS de las
regiones se consideran independientes del voltaje externo aplicado. A partir de este resultado






= σQ + σA, (3-86)
en donde σQ es la contribución del transporte de cuasipart́ıculas









































y σA la contribución de las reflexiones de Andreev










































Aqúı se ha hecho uso de la relación ∂n̂I,ee/hh(E)/∂V ' ±eδ (E ∓ eV ) y se han normalizado
los resultados a la conductancia baĺıstica de una lámina de Grafeno por unidad de longitud
dada por [62]
σ0 (V ) = 4
e2
h
(EF + eV )
π~vF
, (3-89)
en donde el factor 4 obedece a la doble degeneración de valle y de esṕın de cada canal. La
componente de transporte de cuasipart́ıculas incluye términos que involucran las densidades
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de estados de ambos electrodos y está asociada a procesos de transporte de cuasipart́ıculas
de tipo electrón-electrón por transporte directo (∝ ρ̂q,Ieeρ̂q,Dee) o mediante la creación o
aniquilación de pares como estado intermedio (∝ ρ̂q,Ieeρ̂q,Deh/he), además de procesos de
conversión electrón-hueco en el superconductor (∝ ρ̂q,Ieeρ̂q,Dhh) por cruce de ramas [80].
Por otra parte el producto ρ̂q,Ieeρ̂q,Ihh en la segunda componente involucra únicamente al
electrodo izquierdo y está asociado a los procesos de dispersión de Andreev como el de un
electrón incidente desde la izquierda que es reflejado en la interfase NS como un hueco de
vuelta hacia la izquierda y da lugar a la formación de un par de Cooper en la región derecha
con una probabilidad proporcional a
∣∣∣Ĝrq,CChe∣∣∣2.
En la figura 3-7 se muestra la conductancia diferencial para las simetŕıas d (columna
izquierda) y p (columna derecha) con tres niveles de dopaje. Los resultados del caso dx2−y2 son
similares a los de la simetŕıa s, lo cual estriba en que la conductancia depende principalmente
de los estados a incidencia normal, y estos experimentan el mismo potencial de pares efectivo
∆ef = ∆ (r1, θ → 0) ∼ ∆0, y para ambas simetŕıas ∆ϕ = 0. En la figura 3-7 a) se presenta
la conductancia diferencial para diferentes valores de r1 y dopaje cero (EF = 0). El acople
imperfecto entre el electrodo izquierdo y la cinta (tI = 0.1~vF ) da lugar a la aparición de
un estado de borde zigzag con eV = −EF = 0, que para d = 2ξ tiene la amplitud suficiente
al interior de la cinta para dominar el transporte en x e inducir un pico importante de
conductancia a voltaje cero (ZBCP)4, el cual se ve reforzado cuando r1 → 0 por la emergencia
gradual del pico asociado a la banda ABS con E = 0 del caso dxy. Al mismo tiempo, los
dos picos que enmarcan la región interbrecha cercanos a eV = ±∆ef (r1) se acercan entre
śı en correspondencia con el cierre de la brecha que se observa en las DOSs de los paneles
(a-d) de la figura 3-7. En la figura 3-7 b) se observa una situación análoga: se presentan
dos picos cercanos a eV = ±∆ef (r1) que se acercan gradualmente hacia eV = 0 cuando
r1 → 0, y para r1 = 0.4 se superponen con el pico del estado zigzag en eV = −EF = 0.4∆0
para dar lugar a un pico de conductancia importante. Sin embargo se observan dos nuevos
picos interbrecha que se acercan también entre śı y corresponden a las bandas FPR que se
hacen más importantes debido al incremento del dopaje. El efecto de las FPR se hace mucho
más relevante en el régimen de alto dopaje (EF = 10∆0) [fig. 3-7 c)], en donde el pico del
estado de borde zigzag ha sido removido de la ventana energética y las reflexiones de Andreev
retrodispersivas inducen la aparición de bandas FPR con picos más pronunciados en la DOS
y en la conductancia. Como en los casos anteriores, los picos cercanos a ±∆ef y los FPR se
acercan entre śı cuando r1 → 0 para dar lugar al ZBCP del caso dxy, comportamiento que se
resume en el inserto de la figura 3-7 b), en donde el efecto se presenta en el sentido inverso,
es decir, como un desdoblamiento del ZBCP en función de r1.
4Zero bias conductance peak.
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(a) E  = 0.0D




































(d) E  = 0.0DF
(e) E  = 0.4DF
(f) E  = 10DF
Figura 3-7: Conductancia diferencial de la juntura NINS a base de grafeno para las simetŕıas
de onda d (a-c) y p (d-f) estudiadas y algunos valores de EF . El inserto en el panel (b)
muestra el desdoblamiento del ZBCP en función de r1. (EFI = EFS = 30∆, tI = 0.1, tD = 1
y d = 2ξ).
Ahora considérese el caso de las simetŕıas de onda p: en la figura 3-7 d) se presenta la
conductancia para el régimen de dopaje cero, en donde puede apreciarse también un ZBCP
máximo para el caso px debido a la contribución conjunta del estado de borde zigzag y del
estado ABS a E = 0, también se observa un ZBCP ligeramente menor para los casos χp,A/B
debido a la contribución de los estados zigzag, ABS y FPR a E = 0, y finalmente un ZBCP
disminuido para el caso py originado solamente por al estado de borde zigzag. En la figura 3-7
e) el pico del estado zigzag se ha desplazado en todos los casos a eV = −0.4∆0, presentando
esta vez la menor amplitud para el caso px y la mayor para el caso py. Las simetŕıas px y
χp,A/B presentan ahora un ZBCP de magnitud similar debido a la contribución de las FPR y
ABS, mientras que el caso py presenta un mı́nimo en este punto asociado a la DOS en forma
de “V ”. Por su parte, el régimen de alto dopaje [fig. 3-7 f)] presenta una mayor contribución
de las FPRs y una ausencia del pico zigzag en comparación con el panel e), como ocurŕıa en
el panel c) de las simetŕıas d.
El carácter geométrico de estas resonancias queda de manifiesto en la figura 3-8, en donde
se presenta una versión de los paneles c) y f) de la figura 3-7 para d = ξ y d = 3ξ. Como
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puede apreciarse, el número de picos FPR presentes en la conductancia es proporcional al
ancho de la cinta ya que el espaciamiento entre picos es proporcional a d−1, en concordancia
con la expresión del modelo (3-66). Además, como se hab́ıa mencionado antes, su número es
par para las simetŕıas d con r1 > 0 e impar para las simetŕıas p correspondientes (px y χp,A/B)
debido a la presencia del ZBCP adicional asociado a la contribución de las bandas ABS y
FPR a enerǵıa cero. Todos estos rasgos en la conductancia también podŕıan ser identificados






































Figura 3-8: Conductancia diferencial de la juntura NINS a base de grafeno para las simetŕıas
de onda d (izquierda) y p (derecha) estudiadas, y algunos valores del ancho de la región central
d (EFI = EFS = 30∆, EF = 10∆, tI = 0.1 y tD = 1).
En este caṕıtulo se han estudiado las propiedades electrónicas y de transporte de una
juntura NINS a base de grafeno para algunas simetŕıas de onda d y p del potencial de pares
efectivo. Para esto se ha hecho uso del formalismo de la aproximación Hamiltoniana y de
la técnica de funciones de Green con soluciones asintóticas. Debido al carácter espinorial de
las soluciones, se generalizó el método para coeficientes matriciales. De esta forma se calculó
la función de Green para la región superconductora semi-infinita con superconductividad
anisotrópica. Mediante una versión simplificada de la juntura y su función de Green, se
obtuvieron las relaciones de dispersión de los estados presentes en la interfase NS, estados
ligados de Andreev (ABS), estados ligados de Interfase (IBS) y resonancias de Fabry-Pérot
(FPR). La relación de dispersión IBS obtenida extiende la versión de la referencia [75] para
simetŕıas no convencionales. Se encontró que los estados ABS e IBS coinciden en el ĺımite de
altos dopajes de la región N, y en el de bajos dopajes solo para q lejos de la región del cono
de Dirac. Las simetŕıas dxy y px se caracterizan por presentar una banda plana ABS/IBS
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a enerǵıa cero y el respectivo ZBCP. Los demás casos de onda d y p presentan bandas
interbrecha en función de q, que son curvas para las simetŕıas d y lineales para las p. Las
simetŕıas dx2−y2 y py presentan una DOS con un perfil en forma de “U”y “V”respectivamente,
debido a los estados ABS/IBS que enmarcan la zona de brecha. Las simetŕıas quirales d
presentan dos bandas interbrecha, mientras que las de onda p solo una, en correspondencia
con el número de Chern de cada caso. Las DOS de las simetŕıas quirales presentan una forma
“convexa”en la región interbrecha enmarcada por dos mı́nimos. Por su parte la conductancia
diferencial de la juntura presenta un pico prominente asociado al estado de borde zigzag en
eV = −EF y que enmascara los picos de los demás estados para bajos dopajes. Las simetŕıas
dxy, px, y quirales p presentan un ZBCP originado en las bandas planas ABS/IBS y FPR
para los dos primeros y en los estados ABS con q = 0 para los últimos. Las demás simetŕıas
d exhiben dos picos asociados a los estados ABS/IBS que enmarcan la zona de brecha
efectiva eV . ±∆(q = 0). En todos los casos para dopajes altos de la región central se
presentan bandas FPR con picos asociados en la DOS y en la conductancia longitudinal,
cuyo número es par (impar con E = 0) para las simetŕıas d/(p) y aumenta con el ancho d.
Todos estos resultados constituyen una referencia útil para la identificación y caracterización
del parámetro de orden superconductor efectivo inducido en grafeno en posibles experimentos
de espectroscopia (ARPES y STS) o de transporte en junturas tipo NINS.
Caṕıtulo 4
Propiedades de transporte de la
superficie de aislantes topológicos
Las inusuales propiedades electrónicas de los aislantes topológicos han sido objeto de in-
tensa investigación en la última década [9–12, 85]. El carácter relativista y helicoidal de
los estados de superficie, sumado a la protección topológica que les confiere la simetŕıa de
inversión temporal hace de estos materiales candidatos idóneos para la construcción de dis-
positivos en espintrónica libres de disipación y decoherencia [9, 10, 86]. Si bien estos estados
han sido observados mediante ARPES [93, 94], su detección en experimentos de transporte
solo ha sido posible mediante pruebas de magneto-transporte a bajas temperaturas como
el análisis de la anti-localización débil [105–110] o de las oscilaciones de Shubnikov-de Haas
[111–114], debido al enmascaramiento producido por la contribución de portadores de carga
del interior y al efecto de fluctuaciones térmicas. [100–104, 115, 116]. Otros fenómenos de
interés a bajas temperaturas son los efectos de proximidad ferromagnético y superconductor
sobre estos materiales. La magnetización inducida por un aislante ferromagnético da lugar al
efecto Hall cuántico anómalo semientero [117, 118], el cual presenta un estado quiral inter-
brecha ligado a las fronteras del sistema protegido topológicamente por el número de Chern
[117–121, 228]. Por otra parte, el efecto de proximidad con un superconductor convencional
da lugar a una teoŕıa efectiva de onda p sin esṕın, cuyos vórtices y estados ligados de Andreev
a enerǵıa cero constituyen modos de Majorana [128–131], que pueden ser implementados en
dispositivos de computación cuántica topológica [47–51]. Adicionalmente, en estos sistemas
las interfases NS presentaŕıan reflexiones de Andreev especulares para bajos dopajes de la
región N análogas a las del grafeno [62, 134]. No obstante, el estudio de las propiedades
de transporte en junturas con más de dos regiones magnéticas, superconductoras o mixtas
requiere el cálculo espećıfico de la conductancia diferencial para su completa descripción.
Aunque varios trabajos previos han abordado este problema para algunos tipos de junturas
mediante el formalismo BTK [135–151], son escasos los trabajos que han empleado la técnica
de funciones de Green, que incorpora de forma autoconsistente los procesos de transporte
presentes a todo orden de perturbación [152–156], o que reporten el cálculo de la densidad
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espectral evaluada en las interfaces de las junturas.
En este caṕıtulo se estudian las propiedades de transporte de junturas sobre la superficie
de un aislante topológico de la familia del Bi2Se3 en contacto con materiales ferromagnéticos
y superconductores convencionales siguiendo la metodoloǵıa del caṕıtulo anterior, basada en
el formalismo de la aproximación Hamiltoniana con el método de funciones de Green con
soluciones asintóticas. Para su implementación es necesario especificar unas condiciones de
frontera adecuadas y un Hamiltoniano de acople entre las distintas regiones que modele la
transparencia y continuidad de la superficie metálica del aislante topológico. Dada la se-
mejanza formal entre el modelo k · p de este sistema y el del grafeno, en esta sección se
adoptarán condiciones de frontera artificiales “tipo zigzag” para el esṕın simulando barreras
magnéticas lo que simplifica notablemente las expresiones anaĺıticas. Este acercamiento des-
cribe adecuadamente el transporte eléctrico sobre la superficie ya que los resultados obtenidos
son consistentes con los reportados en la literatura. Entre las junturas estudiadas se encuen-
tran las junturas Ferromagnética/Ferromagnética o FF, la cual da lugar a estados quirales
asociados al efecto Hall Cuántico anómalo semientero, Ferromagnética/Superconductora o
FS cuyos estados ligados de interfase IBS son del tipo Majorana, y algunas junturas de tres
regiones como NFN, NFS, FNF, FNS, en donde se observan resonancias de Fabry-Pérot, aśı
como una juntura NSN en donde se analizan las reflexiones cruzadas de Andreev para el des-
doblamiento de pares de Cooper. Las expresiones anaĺıticas encontradas para las funciones
de Green constituyen un aporte importante de esta tesis ya que podŕıan ser implementadas
en estudios posteriores sobre el transporte eléctrico en este tipo de junturas.
4.1. Funciones de Green para la superficie de un ais-
lante topológico con magnetización inducida
Considérese la superficie +ẑ de un aislante topológico como el Bi2Se3, de forma que las
propiedades electrónicas para bajos momentos y enerǵıas están descritas por el Hamiltoniano
efectivo (2-61). A su vez esta superficie es puesta en contacto con un material ferromagnético
que induce un vector magnetización M y por tanto un potencial de interacción tipo Zeeman
con el esṕın de los portadores de carga de la forma HZ = M · σ. Aśı, el Hamiltoniano BdG
asociado a este sistema está dado por
HBdG (r) =
(
H (r)− EFσ0 0
0 EFσ0 −H† (r)
)
, (4-1)
H (r) = vF (σ × p)z + M · σ,
en donde EF es la enerǵıa de Fermi de la superficie. Ya que la superficie de un material 3D no
presenta fronteras, es necesario introducirlas de manera ficticia para poder estudiar sistemas
de múltiples regiones con los métodos de la sección anterior. Para simplificar las expresiones
y dada la semejanza formal entre el Hamiltoniano (4-1) y el del grafeno (3-3), se adoptaron
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aqúı condiciones de frontera artificiales para el esṕın análogas a las del grafeno con bordes
zigzag, lo que equivaldŕıa a “cortar” la superficie mediante magnetizaciones infinitas. Para
un sistema con M = M ẑ el Hamiltoniano (4-1) presenta el espectro de excitación (2-65)
Ee/h = ±
(√




ψeε (r) = e
iqyeεikex (ϕ̂eε, 0)
























E + EF ±M/
√
E + EF , (4-6)
Mh± =
√
EF − E ±M/
√
EF − E, (4-7)
eiαµ ≡ ~vF (kµ + iq) / (EF ± E ) , (4-8)
(µ = e, h) y con vector de onda en x
ke/h = sgn (EF ± E)
√
(EF ± E)2 −M2
~2v2F
− q2, (4-9)
en donde la función signo establece el signo correcto para la banda de valencia. Las funciones





ĝr,a (E, r, r′) = δ (r− r′) , (4-10)
con ĝr,a (E, r, r′) = ĝr,a (E, x, x′, y − y′) =
∫
dqeiq(y−y
′)ĝr,a (E, q, x, x′) /2π debido a la inva-
riancia traslacional del sistema en dirección y, lo que permite reducir esta ecuación a su
versión 1D. Las soluciones asintóticas para este sistema son
ψe<,> (x) = ψ
e




± (x) , (4-11)
ψh<,> (x) = ψ
h





en donde los rµI,D son los coeficientes de reflexión normal. Para las condiciones de frontera
































′) x > x′
, (4-14)
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en donde las soluciones asociadas al Hamiltoniano HTBdG(−q) son ψ̃ν</> (x) = ψν</> (x), ya
que para el subespacio de esṕın P = I. Los coeficientes matriciales no nulos Ĉµµ y Ĉ ′µµ son
determinados mediante la condición correspondiente a (2-160)
ĝ
(









(τz ⊗ σy) . (4-15)
Agrupando términos semejantes se encuentra que Ĉµµ = Ĉ
′
µµ y asumiendo simetŕıa
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. (4-18)

























De/h = 2Re/hcosαe/h, (4-21)




Ih = 1− rhI e−s2iαhe−s2ikhx,
Je = 1− reIes2iαees2ikex,








Kh = 1− rhDes2iαhes2ikhx
′
,
Le = 1− reDe−s2iαee−s2ikex
′
,






y en donde s = 1 para el caso x < x′, mientras que para x′ < x , s = −1 y se intercambian
los sub́ındices (D ↔ I) de los coeficientes de reflexión en las expresiones anteriores. Para el
caso de una superficie semi-infinita izquierda (derecha) las funciones de Green se obtienen
de (4-19) con rµI = 0 (r
µ
D = 0). Esta expresión será implementada en las siguientes secciones
para modelar las regiones ferromagnéticas de las junturas estudiadas.
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4.2. Funciones de Green para la superficie de un ais-
lante topológico con superconductividad inducida
En esta sección se calculan las funciones de Green para la superficie de un aislante to-
pológico con superconductividad inducida por efecto de proximidad por un superconductor
convencional. Se considera una región tipo “cinta” cuyos bordes son paralelos al eje y y con
condiciones de frontera tipo “zigzag” como las introducidas en la sección anterior. Las ex-
citaciones elementales de este sistema están descritas por el Hamiltoniano BdG-Dirac (4-1)
con un potencial de pares tipo singlete de onda s (∆0 ≥ 0)
HBdG (r) =
(
H (r)− EFσ0 ∆0iσy
−∆0iσy EFσ0 −H† (r)
)
, (4-22)
H (r) = vF (σ × p)z ,
con espectro de excitación
E = ±
√
(~vF |k| − EF )2 + ∆20, (4-23)
y con autoestados de la forma































E2 − |∆|2, (4-25)
y los espinores ϕ̂µε por las expresiones (4-4)-(4-5) con vector de onda en x





Para una región superficial tipo cinta las soluciones asintóticas del sistema consisten en
superposiciones de reflexiones convencionales y de Andreev asociadas a ambas fronteras
ψe< (x) = ψ
e








− (x) , (4-27)
ψh< (x) = ψ
h
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en donde los coeficientes de reflexión para las condiciones de frontera ψµ< (xI) |↑ = ψµ> (xD) |↓ =











































































′) x > x′
, (4-30)
en donde las soluciones ψ̃ asociadas al Hamiltoniano HTBdG(−q) = HBdG(q) son ψ̃ν<,> (x) =




µν , Ĉhh = XĈee,
Ĉeh = Y Ĉee, Ĉhe = ZĈee, (4-31)

















































































































1− re′I rhD − rh′I rh′D
,
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R 0 0 Q
0 R −Q 0
0 Q −P 0
−Q 0 0 −P
 , (4-33)
con
P = A+XD + Y G+ ZJ , (4-34)
Q = B +XE + Y H + ZK,
R = C +XF + Y I + ZL,
y
A = (1− reIreD) cosαe + Γ20rhI rhDcosαh, (4-35)
B = −Γ0
(
(1− reIreD) cosαe + rhI rhDcosαh
)
,














































Dcosαh − re′I reDcosαe
)
,
L = rh′I r
h
Dcosαh − Γ20re′I reDcosαe.
Nuevamente para el caso de una superficie semi-infinita izquierda (derecha) las funciones
de Green se obtienen de (4-30) haciendo rµI = r
µ′




D = 0). Esta expresión
también será implementada a continuación para modelar las regiones superconductoras de
las junturas analizadas.
4.3. Observables del transporte en junturas sobre la
superficie de un aislante topológico
En esta sección se adapta el formalismo de la aproximación Hamiltoniana implementado
en el caṕıtulo anterior para el caso de junturas sobre la superficie de un aislante topológico.
84 4 Propiedades de transporte de la superficie de aislantes topológicos
Dadas las funciones de Green en equilibrio de las regiones desacopladas definidas en las sec-
ciones anteriores, las de un sistema conformado por varias de estas regiones pueden calcularse
mediante las expresiones (3-42)-(3-43) derivadas de la ecuación de Dyson
ĜI/D = ĝI/D + (4-36)
ĝ(xI/D, x0 ∓ ε−)Σ̂ID/DIM̂D/IgD/I,0Σ̂DI/IDĝ(x0 ∓ ε+, x′I/D),

























ĝ(x0 ∓ ε+, x0 ∓ ε−), y con autoenerǵıas análogas a (3-39) y (3-40) si se asumen condiciones













en donde el acople debe ser perfecto o transparente, ya que como se hab́ıa mencionado,
la superficie de un aislante topológico 3D no presenta bordes y las condiciones de frontera
adoptadas son artificiales. De igual forma, la densidad espectral A(x,E, q) y la densidad de
estados (DOS) ρ (x,E) están dadas por las relaciones (3-53) y (3-54)










La conductancia diferencial del sistema puede calcularse mediante el formalismo de la
aproximación Hamiltoniana. Para un sistema conformado por tres regiones el Hamiltoniano
tiene la forma (3-68)
H = HI +HC +HD +HTI +HTD , (4-43)
con HI,C,D los Hamiltonianos de las tres regiones desacopladas (izquierda (I), central (C) y
derecha (D)) y HTI,D los Hamiltonianos de tunelamiento asociados a (4-39) para los contactos
izquierdo y derecho
HTI (τ) = t
∫
dqeiφI(τ)/2ĉ†q,I↓b̂q,I↑ + h.c., (4-44)
HTD(τ) = t
∫
dqeiφD(τ)/2ĉ†q,D↑b̂q,D↓ + h.c., (4-45)
en donde t = ~vF es la amplitud de salto, las φI(D)(τ) = φ0 + 2(µI(D)− µC)τ/~ son las fases
de calibre inducidas por el gradiente del potencial qúımico, los ĉq,νσ, con ν = I,D y σ =↑, ↓,
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son los operadores de aniquilación fermiónicos sobre los bordes de las regiones izquierda y
derecha con momento transversal q, y los b̂q,νσ son los operadores de aniquilación fermiónicos
sobre los bordes de la región central. En la imagen de Heisenberg la corriente promedio por







































en donde i, j = I, C, C ′, D son los ı́ndices de los bordes de cada región, α, β indican las ramas
temporales de Keldysh, Tc es el operador de ordenamiento temporal de Keldysh y en donde
se han definido los operadores vectoriales
D̂q,i (τ) =
(
d̂q,i↑ (τ) , d̂q,i↓ (τ) , d̂
†







d̂†q,i↑ (τ) , d̂
†
q,i↓ (τ) , d̂q,i↑ (τ) , d̂q,i↓ (τ)
)
, (4-49)
de acuerdo a las relaciones d̂q,Iσ(τ) = ĉq,Iσ(τ), d̂q,Cσ(τ) = b̂q,Iσ(τ), d̂q,C′σ(τ) = b̂q,Dσ(τ),
d̂q,Dσ(τ) = ĉq,Dσ(τ). Considerando que se trata de una situación estacionaria la corriente













A partir de aqúı puede seguirse el mismo desarrollo de la sección anterior (ver apéndice
E). Escribiendo esta expresión en términos de funciones de Green locales con ayuda de las
ecuaciones de Dyson (3-77)-(3-78), considerando las propiedades de la traza y la propiedad



















en donde las funciones de Green de Keldysh no perturbadas están dadas por las relaciones
(3-80)-(3-81). Considerando la ecuación de Dyson (3-84) se encuentra la siguiente expresión
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Esta corriente constituye la contribución al transporte de procesos de salto entre estados
de esṕın ↑ a la izquierda y de esṕın ↓ a la derecha de cada contacto (↑I ↓D). Sin em-
bargo, en condiciones normales en la superficie de un TI ambas proyecciones de esṕın en
el eje z contribuyen de forma simétrica al transporte, por lo que es necesario considerar la
contribución de los procesos con la proyección opuesta (↓I ↑D) introduciendo un factor 2
adicional. Nuevamente el potencial eléctrico V es introducido como un corrimiento entre los
potenciales qúımicos de los electrodos (µI = EFI + eV y µD = EFD) y los niveles de Fermi
de las regiones son controlados de forma independiente mediante puertas. La conductancia
diferencial normalizada está dada por (3-86)
σ = σQ + σA, (4-53)













































en donde σ0 (V ) = 2e
2 (EF + eV ) /hπ~vF es la conductancia baĺıstica por unidad de longitud
de la superficie de un aislante topológico 3D análoga a la del grafeno (3-89), aunque ahora
con un factor 2 debido a la degeneración de esṕın de cada canal. Estas expresiones coinciden
con (3-87)-(3-88) para el caso del grafeno y su interpretación f́ısica es análoga. La expresión
anterior para la conductancia también pueden aproximarse a las del caso de dos regiones
semi-infinitas acopladas haciendo iguales los parámetros de la región central a los de alguno
de los electrodos y efectuando el ĺımite d→ 0.
4.4. Juntura FF y modos quirales de interfase
En esta sección se considerará el caso de la superficie de un aislante topológico en contacto
con dos materiales ferromagnéticos adyacentes con magnetizaciones polarizadas en el eje z
como se ilustra en la figura 4-1. Este sistema puede ser modelado como una juntura entre
dos regiones semi-infinitas acopladas perfectamente en x0 = 0.
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Figura 4-1: a) Sistema conformado por un bloque de Bi2Se3 en contacto superficial con
dos materiales ferromagnéticos adyacentes. Densidad espectral de la superficie del aislante
topológico: b) en ausencia de ferromagnéticos, c) en contacto con un solo ferromagnético, en
contacto con dos ferromagnéticos d) con magnetizaciones paralelas, e) con magnetizaciones
opuestas. En todos los casos EFI = EFD = 0 y MI < 0.
Aśı, la función de Green del sistema compuesto evaluada en la interfase (0 < ε− < ε+  1)
está dada por (4-36)




1− ĝ(ε+, ε−)Σ̂DI ĝ(−ε+,−ε−)Σ̂ID
]−1
.
en donde las funciones de Green de las regiones desacopladas pueden obtenerse de (4-19)
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haciendo rµI/D = r
µ′

























En donde se han definido los factores
LI,e/h =
EFI ± E −MI√
(E ± EFI)2 −M2I
, LD,e/h =
EFD ± E +MD√
(E ± EFD)2 −M2D
. (4-60)

























Las ráıces de los denominadores de estas funciones de Green contienen información sobre
los estados interbrecha presentes en la interfaz FF. Para el caso EFI = EFD = 0 y MD =
−αMI con α > 0 se obtiene la relación de dispersión lineal de los estados quirales de interfase
asociados al efecto Hall cuántico anómalo semientero [117, 118] (véase apéndice F)
E = −sgn (MI) ~vF q, (4-62)
mientras que para α < 0 no existen soluciones interbrecha. En la figura 4-1 se ilustra la
densidad espectral para distintas configuraciones del sistema mostrado en el panel a). En
el panel b) se aprecia la estructura de bandas tipo cono de Dirac para el sistema infinito
en ausencia de magnetizaciones. En el panel c) la magnetización MD es “encendida” dando
lugar al estado de borde quiral descrito por (4-62). En el panel d) se muestra el caso de mag-
netizaciones paralelas |MI | > |MD|, en donde los estados de quiralidad opuesta asociados a
cada magnetización interfieren destructivamente y se induce una brecha de enerǵıa efectiva
correspondiente a la menor magnetización 2 |MD|, en contraste con el caso de magnetiza-
ciones opuestas del panel e), en donde los estados quirales asociados a cada magnetización
se superponen para dar lugar a un solo estado quiral en la interfaz con conductancia e2/h.






(sgn (MD)− sgn (MI)) , (4-63)
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y sugieren que este sistema se comporta como un interruptor de corriente en dirección y,
“encendido” para una configuración de magnetizaciones opuestas y “apagado” para magne-
tizaciones paralelas de acuerdo al principio de correspondencia interior-frontera, ya que la
aparición de estados interbrecha en la interfase corresponden a un cambio en el invariante
topológico (2-75), que en este caso coincide con el signo de la magnetización (2N = sgn (M)).
Por otra parte, este comportamiento es análogo al reportado en la referencia [119] para el
caso de magnetizaciones sobre las caras z de un bloque rectangular de aislante topológico,
si se consideran los signos de las magnetizaciones relativos a los vectores normales de cada
superficie (o como si la superficie del bloque fuese desplegada sobre un plano). En cuanto a la
conductancia transversal (4-53), ésta se ve completamente suprimida en el rango de voltajes
EF,i − |Mi| ≤ V ≤ EF,i + |Mi| con Mi la mayor de las dos magnetizaciones presentes en la
juntura a causa de la brecha de enerǵıa 2 |Mi| inducida sobre el espectro (4-2), como puede
apreciarse en la figura 4-2. Cabe resaltar que el nivel de Fermi y por ende la ubicación de
la brecha inducida podŕıa controlarse por efecto de campo a modo de puerta en potenciales
aplicaciones [fig. 4-2 b)]. Sin embargo, para asegurar que el transporte se realice exclusiva-
mente a través de la superficie del aislante topológico, el material Ferromagnético debe ser
aislante (|EF,i| ∼ 0) [144].
































M = 0 ≠ M  D I
2M = MD I








Figura 4-2: Conductancia diferencial para los casos de los paneles c)-e) de la figura 4-1.
El inserto muestra la densidad de estados correspondiente a estos casos. b) Desplazamiento
de la región de conductancia cero con respecto al valor de la enerǵıa de Fermi de la región
izquierda.
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4.5. Juntura FS y modos IBS de Majorana
Ahora considérese el caso de la superficie de un aislante topológico en contacto con un
material ferromagnético en la región izquierda (x < 0) y con un superconductor convencional
de onda s en la región derecha (x > 0) como se muestra en la figura 4-3 a).
b)a)
dTopeR
















































Figura 4-3: a) Sistema conformado por un bloque de Bi2Se3 en contacto superficial con
un aislante ferromagnético y un superconductor convencional. La flecha a trazos en amarillo
indica la dirección del IBS quiral de Majorana. b) Relación de dispersión de los estados
IBS de Majorana para distintos valores de la magnetización inducida. Densidad espectral
evaluada en la interfase NS c) para MI = 0 y d) para MI = 0.5∆. En todos los casos EFI = 0
y EFI = 100∆.
La función de Green local del sistema acoplado evaluada en la interfase está dada por
(4-56), en donde las expresiones asociadas a la función de Green de la región izquierda
desacoplada están dadas por (4-57)-(4-59), mientras que la función de Green de la región
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 . (4-64)
Para el calculo anaĺıtico subsiguiente se considerará el ĺımite de alto dopaje para la región














































Los polos de la función de Green conducen a la relación de dispersión para estados de Andreev










que para MI = 0 corresponden a un par de Kramers de modos de Majorana,
E (q) = ± ~vF q |∆|√
(~vF q)2 + |∆|2
, (4-72)
y en presencia de magnetización a un único modo quiral de Majorana debido a la ruptura
de la simetŕıa de inversión temporal [fig. 4-3 b)]
E (MI , q) =
−sgn (MI) |∆| ~vF q√
(|∆|+MI)2 + (~vF q)2
. (4-73)
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Como en el caso de las simetŕıas quirales presentados en el caṕıtulo anterior, la información
asociada a la quiralidad de estos modos está contenida en factores del numerador de la
densidad espectral (ver apéndice F). En la figura 4-3 se muestran las densidades espectrales
asociadas a la función de Green (4-65). En el panel c) puede observarse en medio de la
brecha superconductora los pares de Kramers de modos de Majorana para una juntura NS,
y en el panel d) el modo quiral de Majorana para una juntura FS, en donde también puede
apreciarse otros estados interbrecha de quiralidad opuesta, correspondientes al remanente de
los modos con enerǵıa E (−MI , q) que son contrarrestados con factores del numerador.
En cuanto a la conductancia diferencial de la juntura, para MI = 0 presenta el compor-
tamiento esperado de una juntura NS con base en grafeno como el reportado en [62, 134], lo
que evidencia el carácter especular de los procesos de dispersión de Andreev para bajos do-
pajes de la región normal, y confirma nuevamente la validez de los métodos implementados.
En el panel a) de la figura 4-4 se observa la conductancia diferencial en función del voltaje
para varios valores del potencial qúımico de la región izquierda, en donde se aprecia para el
régimen especular (0 < |EFI | < ∆) la caracteŕıstica cáıda a cero de la conductancia al nivel
de Fermi causada por la densidad de estados en forma de “V” asociada a las relaciones de
dispersión cónicas. Por otra parte la presencia de magnetización en la región izquierda indu-
ce en medio de la brecha (|eV | < ∆) la supresión de la conductancia en regiones de ancho
2 |MI | y centradas en eV = ±EF debido a la apertura de la brecha de enerǵıa asociada a la



















E  = 0FI
E  = 0.1DFI
M  = 0I
M  = 0.5DI
a) b)
Figura 4-4: a) Conductancia diferencial para la juntura NS ilustrada en la figura (4-3)(a)
para MI = 0 y distintos dopajes de la región normal. b) Efecto de la magnetización sobre la
conductancia diferencial para algunos dopajes inferiores a ∆.
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4.6. Efectos geométricos: resonancias de Fabry-Pérot
En esta sección se analizan las propiedades electrónicas y de transporte de junturas con
una región intermedia de ancho finito siguiendo los métodos implementados en las secciones
anteriores. Primero se examinará el caso de la juntura NFN, la cual consiste en la superficie
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Figura 4-5: a) Sistema conformado por un bloque de Bi2Se3 en contacto superficial con un
aislante ferromagnético de ancho d. b) Densidad espectral de la juntura del panel a) evaluada
en la interfase FN para dos valores distintos del dopaje de las regiones laterales (d = 15ξM ,
ξM = ~vF/M). c) Sistema conformado por un bloque de Bi2Se3 en contacto superficial con un
aislante ferromagnético de ancho d y un superconductor convencional. d) Densidad espectral
de la juntura del panel c) evaluada en la interfase FS para dos valores distintos del ancho d
(EFI = 0 y EFD = 100∆).
Para pequeños dopajes de las regiones normales laterales (∆/EF,I/D ∼ 0), la densidad
espectral del sistema en la interfaz FN (x0 = 0) es similar a la del caso de una juntura NF
infinita, exhibiendo un cono de Dirac con vértice en E = −EFC = 0 y con un estado de
borde quiral asociado al efecto Hall cuántico anómalo semientero. Sin embargo, la densidad
espectral al interior del cono presenta un patrón de ondulaciones de tipo “parabólico” a
partir de |E| > |M |, cuyo número aumenta en proporción al ancho de la región magnética lo
que evidencia su carácter geométrico. Estas ondulaciones corresponden a modos cuasiligados
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Figura 4-6: Conductancia diferencial para la juntura NFN ilustrada en la figura 4-5 a) para
a) distintos valores del ancho d de la región magnética (EF,I/D = 0), b) distintos dopajes de
las regiones laterales (d = 15ξM).
o FPRs que se producen al interior de la región magnética debido a procesos de reflexión
especular en las fronteras con q > 0. Ya que se trata de modos propagantes en dirección x,
estos contribuyen de manera apreciable sobre las propiedades de transporte de la juntura
como puede observarse en el panel a) de la figura 4-6, en donde se presenta la conductancia
diferencial para varios anchos de la región magnética. Como en el caso de la juntura FN, la
conductancia sigue siendo suprimida en el rango de voltajes |eV | < |M | debido a la presencia
del campo de intercambio, aunque ahora exhibe una serie de ondulaciones en las regiones
|eV | > |M | a causa de los modos cuasiligados.
Para dopajes distintos de cero de las regiones laterales (ver panel derecho de la figura 4-5
b)), aunque desaparece el estado de borde quiral caracteŕıstico de los casos a dopaje cero,
la densidad espectral conserva aún un carácter quiral y presenta dos conos superpuestos, un
cono de Dirac con vértice en E = −EF,I/D que corresponde a las regiones laterales normales,
y un cono con brecha asociado a la región magnética central, el cual presenta el mismo
aspecto del caso con dopaje cero para E > 0 (con un patrón de ondulaciones parabólicas),
pero para E < 0 presenta una serie de bandas parabólicas FPR claramente definidas que se
desvanecen al ingresar a la región delimitada por el cono de las regiones laterales. Las FPR
contribuyen notablemente al transporte transversal como puede observarse en la figura 4-6
b) en donde se ilustra la conductancia diferencial para varios dopajes de la región magnética.
Alĺı se observa que la densidad de estados cónica de los electrodos da lugar a una cáıda a
cero de la conductancia alrededor de eV = −EF,I/D, y el incremento de este dopaje induce
una reducción global de la conductancia debido a que está normalizada a la de una superficie
infinita con dopaje igual al de los electrodos y ésta se reduce a una menor tasa que la de la
4.6 Efectos geométricos: resonancias de Fabry-Pérot 95
juntura NFN al incrementar el dopaje.
Ahora considérese el caso de la juntura NFS, en donde la región normal derecha del sistema
anterior es colocada en contacto con un superconductor de onda s como se aprecia en la figura
4-5 c). La densidad espectral de esta juntura evaluada en la interfase FS es presentada en el
panel d). Para un ancho d ∼ ξ [mapa izquierdo de la figura 4-5 d)], el sistema exhibe un par
de bandas interbrecha, la banda de pendiente negativa que correspondeŕıa al modo quiral
de Majorana (4-73), y una banda de pendiente positiva asociada a la solución E (−M, q) y
que es atenuada en la vecindad de q ∼ 0 debido a factores en el numerador, análogo a lo
encontrado para el caso de la juntura FS de la sección anterior, aunque con una región de
atenuación mucho menor debido al tamaño finito de la región magnética. En contraste, en el
mapa derecho de este panel se presenta el resultado para d = 15ξ, en donde se aprecia una
región de atenuación en el rango |E| < |M | como en el caso de la juntura FS, aunque ahora
se observa un patrón de ondulaciones dentro del paraboloide con brecha 2M asociado a la
región central como el descrito en el párrafo anterior.
En cuanto a la conductancia transversal para bajos dopajes del electrodo izquierdo, una
región magnética con un ancho finito del orden de ξ da lugar a una reducción del transporte
en el rango de las reflexiones especulares de Andreev (0 < |eV | < |∆|) que es proporcional a
la magnetización inducida, como se observa en las figuras (4-7) (a) y (b), aunque preservando
un pico de conductancia a enerǵıa cero (ZBCP) debido a la presencia del estado quiral de
Majorana ligado a la interfase NS. No obstante, este estado decae rápidamente en dirección
x y para d > 5ξ, el ZBCP comienza a reducirse al mismo tiempo que empiezan a emerger
dentro del paraboloide algunas ondulaciones para |eV | > |M | asociadas a tenues FPR de la
región magnética, como se aprecia en el último panel de la figura 4-5 d). Para altos dopajes
del electrodo izquierdo, el efecto de incrementar la magnetización es similar al de aumentar
el ancho de la región central como se aprecia en las figuras 4-7 c) y d), en donde se observa
una reducción gradual de la conductancia, especialmente del máximo cercano a eV ∼ ∆. No
obstante, el incremento de la magnetización finalmente conduce a un perfil de conductancia
convexo en la región interbrecha como es caracteŕıstico de las simetŕıas de onda p quirales
(en concordancia con lo previsto en la referencia [128]), mientras que el incremento del ancho
da lugar a la supresión de la conductancia en la zona correspondiente a la brecha magnética
debido al decaimiento del estado quiral en x.
A continuación se estudiará el caso de una juntura FNF tipo pozo cuántico magnético, en
donde una región de ancho d en la superficie de un aislante topológico es flanqueada por dos
electrodos ferromagnéticos con magnetizaciones en dirección z y orientadas de forma paralela
o antiparalela, como se ilustra en la figura 4-8 a). En la figura 4-8 b) se muestra la densidad
espectral de la juntura evaluada en la interfase FN. Como puede observarse, los procesos de
reflexión en medio de la región normal dan lugar a una serie de bandas parabólicas FPR bien
definidas en medio de la brecha magnética y atenuadas fuera de ésta. Para una configuración
paralela, se observa una pequeña brecha efectiva, mientras que para el caso antiparalelo
se aprecia el estado quiral asociado a la región F adyacente. Este resultado es análogo al


















































































































Figura 4-7: Conductancia diferencial para la juntura NFS de la figura 4-5 c) para EFI = 0
y a) distintos valores de la magnetización (d = ξ), b) distintos anchos de la región magnética.
Paneles c) y d) figuras análogas con EFI = 10∆.
encontrado para la juntura FF (4-62), en donde una configuración antiparalela también es
necesaria para dar lugar al estado quiral del efecto Hall cuántico anómalo semientero. Por otra
parte, entre estas dos configuraciones las bandas parabólicas que exhibe la densidad espectral
aparecen fuera de fase en el eje de enerǵıa, lo cual también se evidencia en la conductancia
diferencial [fig. 4-9 a)], en donde se aprecia además la región de conductancia cero asociada a
la brecha magnética de las regiones laterales. Este comportamiento puede deberse a que en la
configuración paralela, las magnetizaciones laterales actúan sobre las mismas componentes de
esṕın de las funciones de onda a ambos lados de la región central, dando lugar a una condición
de modos confinados. Por otra parte, en la configuración antiparalela las componentes de
esṕın afectadas por las magnetizaciones a cada lado de la región central son distintas, y la
condición de frontera efectiva es de extremos abiertos a uno de los lados.
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Figura 4-8: a) Sistema conformado por un bloque de Bi2Se3 en contacto superficial con dos
aislante ferromagnéticos separados a una distancia d. b) Densidad espectral de la juntura
del panel a) evaluada en la interfase FN para una configuración paralela y antiparalela de
las magnetizaciones (EFC = 0, d = 15ξM). c) Sistema conformado por un bloque de Bi2Se3
en contacto superficial con un aislante ferromagnético y un superconductor convencional
separados a una distancia d. d) Densidad espectral de la juntura del panel c) evaluada en
la interfase FS para dos valores distintos del ancho y de la magnetización (EFC = 0 y
EFD = 100∆).
Por último considérese el caso de la juntura FNS, en donde el material ferromagnético
derecho del sistema anterior es reemplazado por un superconductor de onda s como se aprecia
en la figura 4-5 c). El panel d) de esta figura muestra la densidad espectral evaluada en la
juntura NS para dos valores distintos de d y MI , en donde se observan los estados quirales
IBS de la juntura FS, incluyendo el estado quiral de Majorana E (±MI , q) (4-73), ahora
en compañ́ıa de bandas FPR originadas por las reflexiones de Andreev en la juntura NS y
reflexiones normales en la juntura FN. Como se observó en el caso anterior, estas bandas
FPR son atenuadas fuera de las regiones de brecha, y como es de esperarse, su número es
proporcional al ancho de la región central.
Al igual que en el caso de las FPR en grafeno, estas resonancias presentan una mayor
intensidad al incrementar el dopaje de la región central como puede apreciarse en la figura
4-9 b), en donde se presenta la conductancia diferencial para varios valores de éste dopaje.
Alĺı se aprecia la región de conductancia cero debida a la brecha magnética inducida por el
electrodo izquierdo, los mı́nimos en eV = −EF análogos a los asociados al vértice del cono
de Dirac de la región central que caracterizan la conductancia en el régimen de las reflexiones
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Figura 4-9: a) Conductancia diferencial para la juntura FNF de la figura (4-8)(a) para
EFC = 0 y una configuración paralela (P) y antiparalela (AP) de las magnetizaciones latera-
les (d = 15ξM). b) Conductancia diferencial para la juntura FNS de la figura (4-8)(c) para
|MI | = 0.1∆ y varios valores del dopaje de la región normal (d = 10ξ).
especulares de Andreev [fig. 4-4 a)], aunque ahora atenuados debido a la contribución de
las bandas FPR asociadas al ancho finito de la región central [fig. 4-8 d)]. Por último, para
altos dopajes las bandas parabólicas FPR se manifiestan en la conductancia como una serie
de crestas debido a la transición que experimentan las reflexiones de Andreev del régimen
especular al retrodispersivo, el cual favorece la formación de estados confinados de Andreev
estacionarios en la región N.
Juntura NSN y desdoblamiento de pares de Cooper.
En esta sección se estudiarán las propiedades de transporte no locales de una juntura NSN
sobre la superficie de un aislante topológico como se ilustra en la figura 4-10 a). Bajo esta
configuración, este sistema puede dar lugar a reflexiones de Andreev no locales conocidas
como Reflexiones Cruzadas de Andreev o CAR, en donde un electrón incidente desde uno de
los electrodos da lugar a un hueco reflejado en el electrodo opuesto y a un par de Cooper en el
superconductor (Figura (4-10)(b)). El proceso inverso en el tiempo implica el desdoblamiento
de pares de Cooper, en donde éstos son “estirados” para dar lugar a un par entrelazado de
electrones separados espacialmente, lo que resulta de interés para posibles experimentos de
teleportación cuántica [229].
Sin embargo, en este tipo de estructuras, las CAR compiten con otro proceso no local
conocido como Cotunelamiento Elástico o EC1, en el que un electrón incidente en uno de
los electrodos es transmitido elásticamente al electrodo opuesto por efecto túnel a través
del potencial de pares [Figura 4-10 b)]. Aśı resulta necesario encontrar una configuración
1Elastic Cotunneling
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de los parámetros del sistema que favorezcan el dominio de las CAR sobre el EC. En este
caso, los dopajes de las regiones normales laterales pueden ser modulados por efecto de
campo mediante puertas, mientras que el ancho de la región central debe ser del orden de
magnitud de la longitud de coherencia d ∼ ξ para garantizar el entrelazado de electrones
mediante el potencial de pares. Aunque varios trabajos anteriores han estudiado junturas
de tipo FSF [147, 149–151], aqúı se evitará introducir materiales ferromagnéticos para no
romper la simetŕıa de inversión temporal del sistema que brinda protección topológica al





































Figura 4-10: a) Sistema conformado por un bloque de Bi2Se3 en contacto superficial con
un superconductor convencional de ancho d b) Diagrama de Enerǵıa-momento que ilustra
los procesos de transporte no locales de Reflexión de Andreev Cruzada (CAR) y de Cotune-
lamiento elástico (EC) para la juntura NSN. c) Densidad espectral de la juntura del panel
a) evaluada en la interfase SN. d) Detalle de la densidad espectral en la vecindad de q ' 0
en donde se aprecian los arcos interbrecha de los estados IBS.
En las figuras 4-10 c) y d) se ilustra la densidad espectral del sistema evaluadas en la
juntura NS izquierda. En ésta se aprecia una estructura de bandas superconductora con
brecha, en donde los estados de cuasipart́ıcula conforman bandas FPR claramente definidas
debido al tamaño finito de la región superconductora. En la vecindad de q ∼ 0 estas bandas
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se conectan con el remanente de estados IBS que se desvanecen al interior de la brecha como
se aprecia con detalle en la figura (4-10)(d). Para analizar las propiedades de transporte























= σCAR − σEC ,
















∣∣∣Ĝre↑e↓,CC′∣∣∣2 + ρ̂h↑,C ρ̂h↓,C′ ∣∣∣Ĝrh↑h↓,CC′∣∣∣2) , (4-76)
siendo t = ~vF el parámetro de salto en las interfases y σ0 la conductancia baĺıstica por
unidad de longitud de la superficie de un aislante topológico 3D altamente dopada (EF ∼
100∆). Aqúı, la polarización del esṕın en z obedece a las condiciones de frontera elegidas por
lo que es necesario introducir el factor 2 discutido en la sección de observables para incluir
la contribución de los canales de transporte que involucran la polarización opuesta. También




En la figura 4-11 se grafica este parámetro en función de las enerǵıas de Fermi de las
regiones laterales para distintos voltajes inferiores a ∆. Como puede observarse, las CAR se
ven favorecidas por una configuración de bajos dopajes (EFI,D ∼ ∆) en donde el electrón
incidente pertenece a la banda de conducción y el hueco reflejado a la banda de valencia
como se ilustra en la figura 4-10 b). Aśı, el electrón que da lugar al hueco reflejado en el otro
electrodo tiene un momento opuesto al del electrón incidente, lo que favorece la formación
del par de Cooper. También es importante resaltar que la eficiencia de desdoblamiento se
incrementa con el voltaje aplicado como se evidencia en la secuencia de paneles de la figura
4-11 y en la curva de conductancia de la figura 4-12 a), llegando a ser máxima alrededor
de eV → ∆ debido a la mediación de los estados IBS cuya presencia se incrementa hacia los
ĺımites de la brecha [Figura 4-10 d)].

















































Figura 4-11: Mapas de eficiencia relativa de las CAR en función de los dopajes de las
regiones laterales para varios voltajes de inyección y d = ξ.
En la figura 4-12 b) se grafica la dependencia de la conductancia de los procesos CAR y
EC en función del ancho d de la región superconductora para eV = 0.5∆ y una configuración
de dopajes óptima. Como puede observarse, para d < ξ/2 los procesos EC dominan sobre las
CAR y presentan un comportamiento opuesto en el rango d < ξ, en donde la conductancia de
los procesos EC decaé a razón constante mientras que la de las CAR comienza a incrementarse
con lentitud hasta alcanzar un máximo en d ' ξ. A partir de este ancho, ambos procesos
decaen monótonamente, aunque las CAR mantienen su dominio sobre el transporte no local
con un parámetro máximo de eficiencia del 85 % como se ilustra en el inserto de la figura b).










































































Figura 4-12: a) Conductancia diferencial CAR, EC y total de la juntura NSN de la figura
4-10 a) para EFI = 0.6∆, EFD = −∆ y d = ξ. b) Conductancia diferencial CAR y EC para
la juntura NSN en función del ancho de la región superconductora para eV = 0.5∆. En el
inserto se muestra la dependencia con el ancho del parámetro de eficiencia relativo de las
CAR η.
Ambas conductancias presentan una oscilación rápida respecto a ξ, y una envolvente
oscilante con una periodicidad mayor.
En este caṕıtulo se estudiaron las propiedades electrónicas y de transporte de junturas de
dos y tres regiones sobre la superficie de un aislante topológico en contacto con materiales
ferromagnéticos y superconductores de onda s mediante el formalismo de la aproximación
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Hamiltoniana y el método de soluciones asintóticas para las funciones de Green. Para la
construcción de las funciones de Green se adoptaron condiciones de frontera artificiales tipo
“zigzag”como las del grafeno, de manera que todas las interfases en las junturas estudia-
das tuvieran transparencia perfecta. Las funciones de Green construidas para las regiones
magnéticas y superconductoras finitas constituyen expresiones originales de este trabajo y
una herramienta esencial para posteriores estudios sobre las propiedades electrónicas y de
transporte de junturas sobre la superficie de aislantes topológicos. Los resultados obtenidos
sobre las junturas de dos regiones son consistentes con los encontrados en la literatura. Se
estudió una juntura FF, encontrándose el estado quiral caracteŕıstico del AQHE semientero
para una configuración de magnetizaciones opuestas y una brecha para magnetizaciones pa-
ralelas. Para una juntura FS se encontraron los modos IBS quirales y de Majorana. Por su
parte, la conductancia diferencial de la juntura FN semi-infinita es suprimida dentro del ran-
go EF ±M , y en la juntura NS presenta el perfil caracteŕıstico de las reflexiones especulares
de Andreev.
También se estudiaron las propiedades de algunas junturas de tres regiones. Para la juntu-
ra NFN se observa el estado de borde quiral del AQHE semientero para EF = 0 y FPR para
dopajes altos de los electrodos debido al ancho finito de la región central. Para la juntura
NFS se observan los estados quirales IBS y de Majorana además de algunas FPR. Respecto
al transporte transversal de esta juntura, para bajos dopajes de la región N el incremento
de la magnetización reduce la conductancia interbrecha, a excepción de un pequeño pico en
eV = 0 asociado al estado de Majorana, mientras que para altos dopajes la conductancia
se reduce globalmente, pasando de tener un perfil tipo “V”a uno convexo análogo al de las
simetŕıas quirales de onda p. En cuanto a la juntura FNF (o pozo cuántico magnético), se
encontró el estado quiral del AQHE para magnetizaciones opuestas y ondulaciones en la
conductancia debido a las FPR, además de la zona de supresión centrada en eV = 0 debido
a la brecha magnética. Por su parte, la juntura FNS presenta estados quirales IBS y de
Majorana, además de algunas bandas FPR tenues que se observan en la conductancia para
altos dopajes de la región N. Finalmente, se estudió una juntura NSN para el desdoblamien-
to de pares de Cooper. Se calculó la conductancia no local de la juntura encontrándose que
los dopajes de los electrodos deben ser opuestos para favorecer los procesos de reflexiones
cruzadas de Andreev sobre los de cotunelamiento elástico. Debido al remanente de un par
de estados IBS interbrecha cercanos a ±∆, el máximo dominio de las CAR se obtiene para
voltajes cercanos a estos valores. Para anchos d menores a 0.5ξ el EC domina sobre las CAR,
y para anchos mayores la conductancia de ambos procesos decae a cero, mientras que la




en aislantes topológicos 3D
En los últimos años, la búsqueda de nuevas fases topológicas de la materia ha sido objeto
de intensa investigación teórica y experimental [9, 12, 180]. En cuanto a los superconductores
topológicos, la búsqueda de sistemas que exhiban una fase con simetŕıa de inversión tempo-
ral o TRITOPS1 (clase DIII) ha cobrado especial interés por su analoǵıa con los aislantes
topológicos y el efecto hall cuántico de esṕın [157]. A diferencia de los superconductores qui-
rales, estos superconductores presentan pares de Kramers de modos ABS de tipo Majorana.
Si bien estos modos no son aptos para cómputos cuánticos topológicos [158, 159], presentan
algunos rasgos de interés teórico sobre el transporte [160, 161] y el esṕın [162–165]. La gran
mayoŕıa de propuestas de TRITOPS [158, 159, 166–168, 170–175] consisten en una estructu-
ra de bandas multicanal y un mecanismo de acople superconductor que induce potenciales de
pares efectivos de signo opuesto entre estos canales [169]. En el caso de aislantes topológicos
superconductores, estos canales son usualmente los estados de helicidad de la teoŕıa efectiva
de Dirac en la superficie [128, 135, 172, 176–179], que participan en una configuración SNS
con una fase relativa de π entre los superconductores [128, 135, 177, 179], aunque ignorando
la estructura multiorbital asociada a la red cristalina.
En esta sección se estudian las propiedades topológicas de la fase superconductora indu-
cida (por efecto de proximidad) por un superconductor convencional sobre la superficie de
una placa delgada del aislante topológico Bi2Se3. En este análisis se considerará no solo el
grado de libertad de esṕın de los estados electrónicos sino también el asociado a la paridad
de los orbitales hibridizados pz provenientes de los sitios de Bi y Se de la red. Aśı, el estado
superconductor inducido sobre el aislante topológico puede involucrar el acoplamiento en-
tre electrones provenientes del mismo o de distinto tipo de orbital, es decir, contribuciones
intraparidad e interparidad del potencial de pares respectivamente. Para poder introducir
superficies en el aislante 3D se implementó una adaptación del modelo continuo de Zhang
1Time-reversal-invariant topological superconductors.
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et. al. [92] para un espacio rećıproco reticular cúbico [127], permitiendo aśı la obtención de
un Hamiltoniano de enlace fuerte (o tight-binding) para una placa rectangular de aislante
topológico 3D en el espacio real. Este Hamiltoniano provee la estructura de bandas del es-
tado normal necesaria para describir las excitaciones elementales del estado superconductor
inducido mediante las ecuaciones de Bogoliubov de Gennes. Para tener un mayor control
sobre el sistema se introdujo además un campo eléctrico uniforme perpendicular a la super-
ficie de la placa, el cual permite modular la estructura de bandas de sistema y la densidad
electrónica sobre la superficie en contacto con el superconductor. La heteroestructura NS
resultante está caracterizada por las simetŕıas de inversión temporal, quiral y de conjugación
de carga, además de una ruptura de la simetŕıa de inversión espacial, lo que ubica al sistema
en la clase de simetŕıa DIII. El cálculo del invariante topológico Z2 introducido por Zhang et
al. [207] y la presencia de pares de Kramers de Majorana en las fronteras de la versión finita
del sistema evidencian la existencia de una fase TRITOPS para esta heteroestructura NS, a
diferencia de la mayoŕıa de propuestas encontradas en la literatura, que consisten en estruc-
turas SNS con una diferencia de fase de π entre los superconductores ajustada finamente
mediante flujos magnéticos. Finalmente se encuentra que la presencia y predominancia de
la contribución interparidad del potencial de pares constituye el elemento esencial de la fase
TRITOPS mientras que el campo eléctrico juega un papel estabilizador.
5.1. Modelo de enlace fuerte para el Bi2Se3
Como se hab́ıa mencionado en el caṕıtulo 2, las propiedades electrónicas del Bi2Se3 para
bajas enerǵıas y momentos pueden ser descritas por un modelo efectivo que involucra prin-
cipalmente las bandas asociadas a los orbitales hibridizados pz de paridad ±1 (+1 para Bi y
−1 para Se) más cercanas al nivel de Fermi [92, 96]. Para describir adecuadamente el estado
superconductor inducido en la superficie resulta conveniente expresar este modelo en la base
del esṕın f́ısico mediante la transformación unitaria (2-57) [97]. Aśı, un sistema con capas


















H (k) = Mkτ̃z + A1kz τ̃y + A2τ̃x ⊗ (kyσx − kxσy) , (5-1)







en donde las matrices de Pauli τ̃i y σi hacen referencia al espacio de paridad y de esṕın
respectivamente, los parámetros Ai, Bi y M0 (ajustados por métodos ab initio para el Bi2Se3)
son A1 = 2.26 eVÅ, A2 = 3.33 eVÅ, B1 = 6.86 eVÅ
2, B2 = 44.5 eVÅ
2y M0 = 0.28 eV,
y en donde se ha omitido el término εk del modelo original ya que solo altera levemente
la simetŕıa electrón-hueco del sistema y no interviene en sus propiedades topológicas. Este
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Hamiltoniano conmuta con el operador helicidad χ̂(k)








en donde k‖ = (kx, ky) es el momento paralelo a las capas qúıntuples, quedando de manifiesto
que los estados de superficie para este sistema son autoestados del operador helicidad [97]








con eiθ = (kx + iky) /
∣∣k‖∣∣ y en donde los autovalores de la helicidad son χ = ±1, lo que
permite considerar a χ como un buen número cuántico. Para estudiar sistemas acotados
espacialmente con superficies o interfases resulta conveniente asociar a este modelo un Ha-
miltoniano de enlace fuerte o tight-binding [127]. Aśı el modelo continuo (5-1) puede conside-
rarse como el ĺımite de bajos momentos y enerǵıas del Hamiltoniano de un sistema periódico








(1− cos (kia)) .
Partiendo de este mapa, el Hamiltoniano (5-1) adquiere la forma periódica
H (k) = Mkτ̃z +
A1
a




τ̃x ⊗ [sen (kya)σx − sen (kxa)σy] ,












(cos (kxa) + cos (kya)) , (5-9)
el cual a su vez puede expresarse como un Hamiltoniano de enlace fuerte en la correspondiente














en donde N es el número de puntos de la red de dimensión d. Un sistema discretizado
en dirección z (r → ri = aiẑ) y con condiciones de frontera periódicas en las direcciones
x, y puede modelar una placa infinita en el plano x-y con grosor Lz = Nza. Aśı, el Ha-
































(δij+1 − δij−1) τ̃y +
B1
a2

















(cos (kxa) + cos (kya)) , (5-12)
en donde los ı́ndices i, j hacen referencia a los puntos de la red sobre el eje z. Por otra
parte, un sistema discretizado en las direcciones x,z y condiciones de frontera periódicas en
dirección y puede modelar un nanoalambre infinito con sección transversal Lx×Lz = a2NxNz,


























sen (kya) (τx ⊗ σx) δr,r′ +
iA1
2a








τ̃z [δr,r′+aẑ + δr,r′−aẑ] +
B2
a2
τ̃z [δr,r′−ax̂ + δr,r′+ax̂] .
y r = a (ix̂ + jẑ) (i, j ∈ Z). Para un bloque confinado en las tres dimensiones espaciales el
procedimiento es análogo y puede encontrarse en la referencia [127].
5.2. Superconductividad inducida por efecto de proxi-
midad
En esta sección se abordará el caso de una placa infinita de Bi2Se3 de espesor Lz = Nza
en contacto con un superconductor convencional de onda-s sobre la cara −z y bajo el efecto
de un campo eléctrico uniforme perpendicular a esta que induce una diferencia de potencial
∆V = VNz−V1 = −2V entre las caras z [fig. 5-1]. El Hamiltoniano de Bogoliubov de Gennes


























Vi = V (2i− (Nz + 1)) / (1−Nz) , (5-16)
∆̂ij = ∆̂1δi1δij. (5-17)
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Figura 5-1: a) Sistema conformado por un bloque de Bi2Se3 en contacto con un supercon-
ductor convencional en la cara inferior y con una diferencia de potencial V entre sus caras.
b) Esquema de la formación de pares de Cooper entre electrones asociados a orbitales pz de
distinta paridad (acoplamiento interparidad).
El potencial de pares singlete de esṕın y onda s inducido por efecto de proximidad sobre
la capa i = 1 está constituido por la suma de dos contribuciones, una de tipo intrapari-
dad que involucra la formación de pares de Cooper entre electrones de orbitales pz con la
misma paridad (o del mismo tipo de átomo), y otra de tipo interparidad que involucra el
acoplamiento entre electrones de orbitales de distinta paridad.
∆̂1 = ∆̂
intra + ∆̂inter, (5-18)
∆̂intra = 1
2
(∆+ (τ̃0 + τ̃z) + ∆− (τ̃0 − τ̃z))⊗ iσy, (5-19)
∆̂inter = −Λ (τ̃x ⊗ iσy) , (5-20)
en donde los parámetros ∆± y Λ son proporcionales a las siguientes funciones de correlación
∆± ∝ 〈c±↑c±↓〉S = −〈c±↓c±↑〉S , (5-21)
Λ ∝ 〈c+↑c−↓〉S = −〈c+↓c−↑〉S .
El potencial de pares ∆̂1 satisface la simetŕıa de inversión temporal (T = τ̃0⊗ iσyK) pero
no la de inversión espacial (P = τ̃z ⊗ σ0) debido a que la componente interparidad es impar
ante esta operación
T ∆̂1T −1 = ∆̂1, (5-22)
P∆̂interP−1 = −∆̂inter. (5-23)
El signo menos que acompaña al parámetro Λ en la componente interparidad garantiza que
ambos tipos de acoplamiento (intraparidad e interparidad) contribuyan de manera aditiva
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al potencial de pares proyectado sobre la base de estados superficiales (2-58) de la cara −ẑ.








 〈u†−ze ∣∣∣∆̂1∣∣∣u−zh 〉 〈u†−ze ∣∣∣∆̂1∣∣∣ v−zh 〉〈
v†−ze
∣∣∣∆̂1∣∣∣u−zh 〉 〈v†−ze ∣∣∣∆̂1∣∣∣ v−zh 〉
 ,
en donde
∆↑↑ = ∆↓↓ = 0 (5-25)
∆↑↓ = −∆↓↑ '
1
2
(∆+ + ∆−) + Λ (5-26)
el cual corresponde a un potencial de pares tipo singlete. Nótese que en ausencia del signo
menos para la contribución interparidad (5-20), ambos tipos de acoplamiento interferiŕıan
destructivamente en la superficie, lo que conduciŕıa a un efecto de proximidad superconductor
despreciable o nulo. Por otra parte debido a la equivalencia entre las caras z, el potencial de
pares ∆̂s obtenido para la cara −z también debe ser válido para la cara +z, por lo que para el
caso de un superconductor en contacto con (i = Nz) no seŕıa necesario introducir este signo
menos. Cabe resaltar además que en ∆̂s los dos tipos de acoplamiento son indistinguibles,
por lo que en los trabajos basados en el Hamiltoniano proyectado (2-61) [128, 135, 179] las
propiedades f́ısicas basadas en el pseudoesṕın de paridad quedan completamente eclipsadas.
5.3. Régimen ultradelgado y diagramas de fases to-
pológicas
A continuación se estudiará con detalle el régimen ultradelgado del sistema definido en la
sección anterior (Nz = 1 y Nz = 2). Resulta instructivo examinar el caso sobresimplificado












τx ⊗ (sen (kya)σx − sen (kxa)σy) , (5-27)
























(τ0 − τz) (5-29)
+1
2
(τx + iτy)⊗ ∆̂1 + 12 (τx − iτy)⊗ ∆̂
†
1. (5-30)


















≡ (sen (kya) + isen (kxa)) /a. Como se hab́ıa mencionado en el caṕıtulo 2,
una transición de fase topológica ocurre siempre que el cambio de los parámetros del sistema
induzca el cierre en la brecha de enerǵıa. Para el caso µ = 0 esto es posible en el punto Γ
para Λ y ∆ tales que√
ε2(0) + ∆2 − Λ = 0 (5-32)
Como puede observarse, la brecha introducida por el acople superconductor interparidad
Λ se opone a la contribución conjunta de la brecha del aislante ε(0) y de la componente
intraparidad ∆, lo que señala a la componente Λ como el elemento esencial para la inducción
de una fase topológica en este sistema. Ya que el Hamiltoniano (5-28) satisface la simetŕıa
de inversión temporal (2-1) con T = τ0 ⊗ τ̃0 ⊗ iσyK, conjugación de carga (2-2) con C =
τx ⊗ τ̃0 ⊗ τ0K y quiral (2-3), el sistema pertenece a la clase topológica DIII, y para µ  ∆
sus fases pueden ser caracterizadas por el invariante Z2 introducido por Zhang (2-131) y
adaptado en [230] para el caso con degeneración, el cual depende únicamente de la estructura




(sgnδn,kFn) , δn,kFn =
〈
ψn (kFn) |T ∆̂†|ψn (kFn)
〉
, (5-33)
en donde n es el ı́ndice de los puntos de corte de las bandas al nivel de Fermi y ψn son los
respectivos estados del sistema evaluados en esos puntos. Aunque se trata de un sistema 2D,
en el caso de la placa infinita el sistema es isotrópico en el plano xy, por lo que el cálculo
de los potenciales efectivos δ puede reducirse a los puntos de corte al nivel de Fermi en el
intervalo 0 < |kF | < π para una dirección dada dentro del plano como la dirección y. Al igual
que en el caso continuo, el Hamiltoniano (5-27) satisface la relación de conmutación (5-2)
con el operador helicidad. Luego, este Hamiltoniano presenta estados propios con helicidad
bien definida χ = ±1 dados por las expresiones (independientes de µ)
ψχ(ky) = N(1, b(ky))








2 + ε(ky)2 − ε(ky)
)
,




2 + ε (kF )
2
Λ. (5-35)
Luego para ∆  Λ se tiene que sgn(δ+,kF ) = −sgn(δ−,kF ) y el sistema presentaŕıa una
fase topológica de la clase DIII. Cabe anotar que en este caso el acople interparidad es
análogo al introducido entre cadenas en la referencia [230], en donde se considera el caso de
un alambre 1D con fuerte interacción esṕın órbita, conformado por dos cadenas paralelas
acopladas entre śı y en contacto cada una con un superconductor de onda s distinto aunque,
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como en la mayoŕıa de casos presentes en la literatura, con una fase relativa de π entre éstos
para obtener la fase topológica TRITOPS.
Considérese ahora el caso Nz = 2 con potencial qúımico y en presencia de campo eléctrico
uniforme. El Hamiltoniano de la placa en estado normal está dado por (5-11)
H2(k‖) = εf0 ⊗ τ̃z + A2f0 ⊗ τ̃x ⊗
∣∣k‖∣∣ χ̂k (5-36)
+Bfx ⊗ τ̃z + Cfy ⊗ τ̃y − µÎ − V fz ⊗ τ̃0,
en donde B ≡ B1/a2, C ≡ A1/2a y las fi denotan las matrices de Pauli en el espa-
cio de las dos superficies. Aqúı el producto del operador helicidad χ̂k y la magnitud
∣∣k‖∣∣
corresponden a la versión adaptada para el caso periódico mediante las relaciones (5-6)∣∣k‖∣∣ χ̂k → (sen (kya)σx − sen (kxa)σy) /a. Al igual que en los casos anteriores, el Hamilto-




Ξ(k‖) = f0 ⊗ τ̃0 ⊗ χ̂k,







Ûχ(k‖) = (U+, U−)
T ⊗ φ̂χ(k‖),
D̂χ(k‖) = (D+, D−)
T ⊗ φ̂χ(k‖),
en donde los sub-estados D̂χ y Ûχ corresponden a las caras inferior (Nz = 1) y superior
(Nz = 2) de la placa respectivamente y los φ̂χ(k‖) son los estados propios del operador
helicidad χ̂k (5-5) adaptados para el caso periódico. El Hamiltoniano (5-36) satisface la
simetŕıa de inversión temporal (2-1) con T = f0 ⊗ τ̃0 ⊗ iσyK, y para V = 0 satisface la








con P = fx ⊗ τ̃z ⊗ σ0. De aqúı que

































































(τx + iτy)⊗ (f0 + fz)⊗ ∆̂1
+1
4
(τx − iτy)⊗ (f0 + fz)⊗ ∆̂†1,
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el cual satisface las simetŕıas de inversión temporal (2-1) con T = τ0 ⊗ f0 ⊗ τ̃0 ⊗ iσyK,
conjugación de carga (2-2) con C = τx⊗ f0⊗ τ̃0⊗ τ0K, y quiral (2-3), lo que ubica al sistema
en la clase DIII y sus fases topológicas pueden ser caracterizadas por el invariante (5-33).
Para la dirección y las bandas de enerǵıa del Hamiltoniano normal H2(ky)− µÎ están dadas
por las expresiones
Eη (ky) = ±
√
D2 + V 2 + 2αFχ + A22k
2 − µ, (5-44)
D2 = ε2 +B2 + C2, (5-45)
Fχ =
√
(χA2 |k|V −BC)2 + ε2 (B2 + V 2), (5-46)
en donde η = 1, .., 8 y α = ±1 son ı́ndices de banda y k =sen(kya) /a. Nótese que para
V = 0 las bandas no dependen de la helicidad y están doblemente degeneradas. En la
figura 5-2 se observan la estructura de bandas (5-44) en función de k para algunos valores
de V . Como puede observarse en el primer panel, para V = 0 las bandas se encuentran
degeneradas (curvas a trazos), y siguiendo la secuencia de los tres paneles, éstas experimentan
























































V Bi Se2 3 t- t+
Figura 5-2: Estructura de bandas de la superficie de una placa delgada de Bi2Se3 en presen-
cia de un potencial eléctrico entre superficies z (ver figura (5-1)). A través de los tres paneles
se observa el desdoblamiento de las bandas según la helicidad (signos en el panel central)
causado por el potencial eléctrico (el caso degenerado con V = 0 está representado por las
curvas negras a trazos). La escala de color sobre las bandas indica el valor del parámetro π̄χ
definido en el texto, y la región sombreada representa los estados del volumen.
Para kx = 0 las amplitudes Di y Ui en los autoestados (5-38) satisfacen las relaciones
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(CAχ −X+B)Y + (CAχ + Y−B) Φ






= −(BAχ + Y+C)X − (BAχ −X+C) Φ
(CAχ + Y−B)X + (CAχ −X+B) Φ
,
en donde Aχ = χA2k, Y = A
2
χ − Y+Y−, X = A2χ − X+X−, X± = ±ε − µ − E − V ,
Y± = ±ε − µ − E + V ,Φ = C2 − B2. En términos de los parámetros πχ,D (E = 0) ≡ πχ los
potenciales de pares efectivos en los puntos de Fermi δχ (5-33) toman la forma


















Luego, es posible obtener un valor negativo de δχ para un punto de corte dado si πχ > 0.
El valor máximo que puede tomar βχ es 1/
√
∆+∆− y ocurre para πχ =
√
∆+/∆−, dando
lugar a un cambio de signo en (5-49) para Λ >
√
∆+∆−. Esto significa que en general, el
acople interparidad debe ser mayor a la media geométrica de la contribución intraparidad,
lo cual resulta razonable si se considera que el acople entre electrones del mismo tipo de
orbital puede verse disminuido a nivel local por efecto de la repulsión de Coulomb. De
hecho, si se considera que el estado base para una paridad dada es una superposición de
orbitales pz provenientes de átomos del mismo elemento pero en diferente monocapa [96],
|P1+〉 = |Bi〉 − |Bi′〉, |P2−〉 = |Se〉 + |Se′〉, se obtiene que para un potencial escalar V la
contribución perturbativa a primer orden que involucra paridades distintas es prácticamente
despreciable en comparación con las contribuciones que implican la misma paridad
〈
P1+
∣∣V ∣∣P1+〉 = 〈Bi|V |Bi〉+ 〈Bi′|V |Bi′〉 − 2Re 〈Bi|V |Bi′〉 , (5-51)〈
P2−
∣∣V ∣∣P2−〉 = 〈Se|V |Se〉+ 〈Se′|V |Se′〉+ 2Re 〈Se|V |Se′〉 ,〈
P2−
∣∣V ∣∣P1+〉 = 〈Se|V |Bi〉 − 〈Se′|V |Bi′〉+ 〈Se′|V |Bi〉
− 〈Se|V |Bi′〉 ≈ 0.
En una situación estándar, el nivel de Fermi cruza dos bandas de distinta helicidad, como
se ilustra en la figura 5-2 para µ > 0 y α = −1. Suponiendo que para los µ y V elegidos
sgn(π+) = −sgn(π−), el sistema puede presentar una fase topológica para los valores de
∆i y Λ apropiados. Considérese primero el caso ∆+ = ∆−. Luego la expresión (5-49) para
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δχ = 0 define la recta fronteriza entre la región trivial y topológica de un diagrama de fases
N (Λ,∆). Aśı la condición de fase topológica estaŕıa dada por
∆ < π̄χΛ, (5-52)





observa esquemáticamente en la figura 5-3. Sobre las bandas de la figura 5-2 se ilustra en
color el valor de π̄χ (E, k), en donde es posible predecir los valores de µ que pueden dar lugar
a puntos de Fermi con signo de π̄ opuesto y por tanto a una fase topológica estable, siempre
que se cumpla la condición (5-52) como en el caso de las dos primeras bandas con E+µ > 0,
las cuales presentan signos opuestos de π̄ para todo nivel de Fermi que intercepte ambas
bandas. Ahora para ∆− constante, la expresión (5-49) para δχ = 0 da lugar a la condición
de fase topológica
r < 2πχd− π2χ, (5-53)









































































+ r = 2p d - p+ +






r 2D /D=p (L/D)+ c
Figura 5-3: a) Esquema de los diagramas de fases topológicas para el caso a) ∆+ = ∆−, b)
∆− = cte. El color oscuro (blanco) corresponde a la región topológica (trivial). Las rectas
en rojo definen la frontera entre las dos regiones (∆ es un factor de escala constante).
La figura 5-3 presenta esquemáticamente el diagrama de fases N (d, r) para este caso
y en los paneles izquierdos de la figura 5-5 se muestran los diagramas N (µ, V ) y N (d, r)
para casos concretos. Nótese que el potencial eléctrico incrementa el tamaño de la región
topológica. Esto sucede gracias a que la cara que está en contacto con el superconductor
experimenta un potencial eléctrico positivo lo que aumenta la densidad electrónica en esta
superficie y favorece aśı la formación de pares de Cooper. Sin embargo, puede existir un
potencial eléctrico umbral para un µ dado a partir del cual se pierda la fase topológica, como
puede observarse en la secuencia de bandas de la figura 5-2 y en el diagrama N (µ, V ) de
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la figura (5-5), ya que el potencial eléctrico no solo rompe la degeneración de las bandas
con distinta helicidad sino que también las desplaza energéticamente, y el incremento de V
eventualmente puede ocasionar que la banda con δ < 0 deje de interceptar al nivel de Fermi.
Por otra parte el potencial qúımico no puede exceder el valor ∼ 0.25eV , a partir del cual
comienzan a poblarse las bandas superiores y el modelo de Zhang (5-1) empieza a perder su
validez.
Resta ahora analizar el comportamiento de los parámetros πχ. La figura 5-4 a) muestra las
razones πχ en función de ky para distintos valores de µ = V en el rango de 0 < ky < 1.2nm
−1.
Éstas exhiben un comportamiento hiperbólico como puede apreciarse para π−, en donde el
valor de ky de las aśıntota se incrementa con µ = V , aunque la pendiente del eje transverso
de las hipérbolas cambia de signo de positivo a negativo para µ = V > 0.133eV . Por otra
parte, π+ es mayor que π− en este rango excepto en la vecindad de las aśıntotas de π−. En
la figura 5-4 b) se muestra en detalle la situación del mapa N (d, r) para µ = V = 0.15eV
de la figura 5-5, en donde se presentan las curvas correspondientes a los parámetros π±
superpuestas con las dos primeras bandas con E + µ positivo (eje vertical secundario). Para
el primer punto de Fermi (1) asociado a la banda χ = +1 el parámetro π+ es positivo (curva
azul), propiciando un valor negativo para δ+, mientras que para el segundo punto de Fermi
(2) asociado a la banda χ = −1 el parámetro π− presenta un valor negativo (curva roja) lo
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r 2D /D=p (L/D)+ c
Figura 5-4: a) Parámetros πχ=± en función de ky para Nz = 2 y varios valores del potencial
eléctrico (las curvas continuas corresponden a χ = + y las curvas a trazos a χ = −). b)
Parámetros π±(ky) (continuo) y bandas de enerǵıa E−1,±(ky) (trazos) para V = 0.15eV . Las
rectas verticales punteadas indican los momentos de Fermi (1) y (2) para µ = V .
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r = 0.70d - 0.12
















-3r = 0.19d - 9.03×10
Figura 5-5: Diagramas de fases topológicas para el sistema (5-1) en el plano V, µ (paneles
superiores) y en el plano r, d (paneles medios e inferiores) para Nz = 2 (izquierda) y Nz = 6
(derecha). El color oscuro (blanco) corresponde a la región topológica (trivial). Las rectas
en rojo son la predicción anaĺıtica para la frontera de acuerdo a la expresión (5-53).
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5.4. Efecto del ancho de la placa y pares de Kramers-
Majorana
En esta sección se examinarán las propiedades topológicas del sistema de la figura (5-1),
considerando un número de capas mayor a dos. A diferencia del caso anterior, para un mayor
número de capas es necesario recurrir a un tratamiento numérico. Como es de esperarse, al
diagonalizar el Hamiltoniano del sistema se encuentra que el incremento en el número de
capas da lugar a un mayor número de bandas en la región interbrecha y por tanto a un
mayor número de puntos de Fermi para un potencial qúımico dado. Cada uno de los puntos
de Fermi que aporta un signo menos a la productoria (5-33) introduce fronteras adicionales
en los diagramas N (d, r) que ahora presenta una región topológica fragmentada similar a la
que se observa en el inserto de la figura (5-6) para Nz = 10. Esto por su puesto resulta poco
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Figura 5-6: Brecha inducida en función del ancho de la placa de aislante topológico Nz
para µ = 0.04eV y varios valores de V . Las rectas continuas y a trazos indican una fase
trivial y topológica respectivamente. Los pesos relativos de las contribuciones intraparidad
e interparidad fueron fijados a r = 0.2 y d = 0.8. El inserto muestra el diagrama de fases en
función de µ, V para Nz = 10.
En la figura 5-6 se aprecia la evolución con respecto al ancho de la placa Nz de la brecha
superconductora efectiva inducida ∆ind, la cual está determinada por el |δn| más pequeño
al nivel de Fermi. Como puede observarse, dependiendo del potencial/zona topológica, ∆ind
presenta un comportamiento opuesto respecto a Nz: para pequeños V (zona trivial) el valor
de ∆ind decae exponencialmente al aumentar el ancho de la placa, mientras que para V
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mayores (zona topológica) este se incrementa exponencialmente hasta que eventualmente
una nueva banda interbrecha intercepta el nivel de Fermi y causa su decaimiento al inducir
el tránsito del sistema a la fase trivial. Este comportamiento por supuesto implica que la
fase topológica DIII podŕıa solo ser estable para láminas delgadas.
Sin embargo, siempre es posible reducir el potencial qúımico de forma que solo haya un
punto de Fermi con δ < 0 como en las configuraciones estudiadas en la sección anterior.
En la figura 5-5 se ilustra esta situación, en donde los diagramas N (d, r) para el caso
Nz = 6 presentan una única frontera lineal como en el caso Nz = 2. Nótese que en este
caso el incremento del potencial eléctrico también favorece el aumento del tamaño de la
región topológica. En el diagrama N (µ, V ) del panel superior también se observa que la
fase topológica para el punto de referencia d = 0.8, r = 0.2 (señalado en rojo en el panel
inferior del diagrama N (d, r)) es estable para un amplio rango de los parámetros µ y V . Al
comparar este diagrama con el correspondiente al caso Nz = 2 se observa que el µ mı́nimo
necesario para inducir una fase topológica se reduce al incrementar el número de capas, lo
que se atribuye a la disminución de la brecha de enerǵıa inducida por la hibridización de
estados de distinta cara.
Otro aspecto importante del efecto de proximidad sobre la placa de aislante topológico es
la magnitud de la brecha superconductora efectiva inducida ∆ind en función de los parámetros
r y d. Como se observa en la figura 5-7 a), esta cantidad decae a cero en la ĺınea fronteriza
entre las dos regiones y se incrementa al alejarse de ésta frontera, como se espera de una
transición de fase topológica. El tamaño de ∆ind se puede apreciar de forma más clara en
la figura 5-7 b) y 5-7 c) en donde se muestra el espectro superconductor de una placa con
Nz = 6 y fronteras en las caras x (o nanoalambre) calculado a partir del Hamiltoniano BdG
asociado a (5-13) para los mismos perfiles de V y ∆̂ definidos en (5-14)
HBdGr,r′ (ky) =
(
H′r,r′ (ky)− µÎδr,r′ ∆̂r,r′
∆̂†r,r′ µÎδr,r′ −H′Tr,r′ (−ky)
)
, (5-54)
H′r,r′ (ky, V ) = Hr,r′ (ky)− eVrÎδr,r′ . (5-55)
Los dos paneles mencionados de la figura 5-7 corresponden a parámetros dentro de la
región trivial y topológicarespectivamente, como indican los puntos en rojo del panel inferior
derecho de la figura 5-5 y de la figura 5-7 a). En éste último caso, el sistema exhibe un
par de bandas interbrecha que cruzan el punto Γ en E = 0 dando lugar a dos pares de
Kramers tipo Majorana, un par de estados contrapropagantes por cada frontera introducida
a la versión infinita del sistema 5-7 c). De acuerdo con la correspondencia interior-frontera,
estos estados de enerǵıa cero deben localizarse sobre las caras ±x de la placa como se
ilustra en la figura 5-7 d). Como puede observarse, estos estados presentan una longitud de
decaimiento hacia el interior de la placa del orden de ∼ 5ξ (ξ = A2/∆super) que coincide con
la longitud de coherencia efectiva ξeff ∼ A2/∆ind. Luego, la presencia de estos estados en
5.4 Efecto del ancho de la placa y pares de Kramers-Majorana 119
las fronteras de la versión finita del sistema, constituyen una confirmación de la topoloǵıa no
trivial prevista para éste sistema por el invariante Z2 (5-33). Para otros valores de enerǵıa,
los cuatro estados interbrecha constituyen modos ligados de Andreev contrapropagantes en





























































































Figura 5-7: a) Brecha de enerǵıa efectiva inducida ∆ind en función de (d, r) para los mismos
parámetros del panel inferior derecho de la figura (5-5). b)-c) Espectro BdG para una placa
con ancho finito W ∼ 20ξ, con ξ ∼ A2/∆ la longitud de coherencia inducida en la placa de
TI, para los puntos en rojo del panel a). En el panel c) se observan las bandas interbrecha
de pares de Kramers-Majorana. d) Amplitud de probabilidad para los estados de enerǵıa
cero del panel c). El esquema del inserto ilustra el sentido de propagación de los modos de
Majoarana sobre las caras laterales x del nanoalambre.
En este caṕıtulo se estudió el efecto de proximidad de un superconductor convencional de
onda s sobre la superficie de una placa delgada del aislante topológico Bi2Se3, considerando
una componente interparidad en el potencial de pares y el efecto de un campo eléctrico
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perpendicular a la superficie. Para modelar una placa infinita se construyó un Hamiltoniano
de enlace fuerte a partir de la discretización en z del modelo de Zhang, expresándolo en la
base del esṕın real. Este luego fue incorporado en el Hamiltoniano BdG con un potencial
de pares de onda s y singlete de esṕın que involucraba un acoplamiento intraparidad e
interparidad, en donde la fase relativa entre estas componentes es elegida de forma que el
potencial de pares proyectado en los estados de helicidad sea igual en ambas superficies z. Se
estudió anaĺıticamente el régimen ultradelgado, encontrándose que los estados del sistema
normal son autoestados del operador helicidad y su doble-degeneración es rota por efecto
del campo eléctrico. El cálculo del invariante topológico señala que el acople interparidad
debe ser mayor que la media geométrica de los acoples intraparidad para inducir una fase
topológica, lo cual seŕıa favorecido por la repulsión de Coulomb entre electrones del mismo
orbital. Usualmente existen solo dos estados de helicidad al nivel de Fermi y los potenciales
de pares efectivos inducido sobre éstos son opuestos. Al incrementar el número de capas
aumenta el número de bandas y se reduce la brecha de enerǵıa del aislante, y con esta
también el µ mı́nimo necesario para inducir una fase topológica. La introducción de nuevas
bandas eventualmente produce una transición de fase topológica al estado trivial. Mientras
que en la fase trivial el potencial de pares efectivo decae con el número de capas, este se
incrementa exponencialmente en la fase topológica y se hace cero durante el cambio de fase.
Finalmente, calculando el espectro del sistema con caras laterales (nanoalambre), se encontró
una brecha de enerǵıa en la fase trivial y un par de Kramers de estados de Majorana contra-
propagantes interbrecha en la fase TRITOPS. El hallazgo de esta fase DIII contribuye al
estudio teórico de la superconductividad topológica y señala un nuevo mecanismo para su




Las principales conclusiones y resultados de esta tesis se presentan a continuación:
Se analizaron las propiedades de transporte de una juntura NINS con base en grafeno
y superconductividad inducida de onda d y p, mediante el formalismo de la aproxima-
ción Hamiltoniana y funciones de Green. Los rasgos caracteŕısticos encontrados para
las simetŕıas estudiadas constituyen una referencia valiosa para su identificación en
experimentos de espectroscopia y transporte.
1. Se calculó la función de Green de una región semi-infinita de grafeno con supercon-
ductividad inducida de onda p y d mediante el método de soluciones asintóticas.
Para esto se resolvió la ecuación de Bogoliubov-de Gennes-Dirac (BdG-Dirac) del
grafeno para potenciales de pares de onda d y p diagonales en el espacio de pseu-
doesṕın. A partir de los estados propios obtenidos y las condiciones de frontera
de tipo zigzag se obtuvieron las soluciones asintóticas para la construcción de las
funciones de Green. Dado el carácter espinorial de estas soluciones, se generalizó
el método para el caso de coeficientes matriciales. La expresión anaĺıtica obtenida
se reduce a las de los casos normal y de onda s reportadas en [84] para bordes
zigzag.
2. Se obtuvieron las relaciones de dispersión de los diferentes tipos de estados in-
terbrecha presentes en la juntura. Para estudiar sus propiedades electrónicas se
empleó como modelo una juntura NS con una región N de ancho finito y una
región S semi-infinita muy dopada. Se calculó anaĺıticamente la función de Green
de esta juntura mediante la ecuación de Dyson y a partir de sus polos se obtu-
vieron las relaciones de dispersión de los estados interbrecha en la interfase NS:
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estados ligados de Andreev (ABS), estados ligados de Interfase (IBS) y resonan-
cias de Fabry-Pérot (FPR). En particular la relación de dispersión IBS obtenida
generaliza la versión de onda s presentada en [75]. Las bandas encontradas en
las densidades espectrales fueron ajustadas correctamente por las relaciones de
dispersión en los reǵımenes de bajo y alto dopaje. Aunque de naturaleza distin-
ta, las bandas de los estados ABS e IBS coinciden en el régimen de alto dopaje
(EF  ∆), y en el de bajo dopaje lejos de la región del cono de Dirac asociado a
la región N.
3. Se calcularon numéricamente las densidades espectral y de estados en la interfa-
se NS de la juntura NINS, y los resultados fueron interpretados a la luz de los
encontrados en el punto anterior, encontrándose la presencia de estados ABS,
IBS y FPR. Las simetŕıas dxy y px se caracterizan por presentar una banda
plana ABS/IBS a enerǵıa cero y el respectivo pico en la DOS, aunque se di-
ferencian en la ubicación de los nodos del potencial de pares. Básicamente los
demás casos de onda d y p presentan bandas interbrecha curvas y lineales respec-
tivamente. Las simetŕıas dx2−y2 y py presentan una “zona de brecha”enmarcada
por los estados ABS/IBS. Esto da lugar a una DOS con un perfil en forma de
“U”/“V”respectivamente, con una zona interbrecha enmarcada por máximos en
±∆0. Las simetŕıas quirales d presentan dos bandas interbrecha co-propagantes,
mientras que las de onda p solo una. Las DOS de las simetŕıas quirales presen-
tan una zona de brecha “convexa”, enmarcada por mı́nimos en ±|∆(q = 0)|. Por
último, a medida que se incrementa el dopaje de la región central surgen bandas
y picos FPR, cuyo número es par (impar) para las simetŕıas d/(p) y aumenta en
proporción al ancho de la región central. Todos estos rasgos podŕıan ser observa-
dos en experimentos de STS o ARPES y constituyen una herramienta útil en la
identificación de las simetŕıas del potencial de pares presentes en grafeno.
4. Se calculó la conductancia diferencial de la juntura NINS para las distintas si-
metŕıas de onda d y p siguiendo el formalismo de la aproximación Hamiltoniana.
Debido al acople imperfecto en la interfase NIN, a bajos dopajes se observa un
pico importante asociado al estado de borde zigzag ubicado en eV = −EF que
puede enmascarar los picos de los otros tipos de estados interbrecha. Las simetŕıas
dxy, px, y quirales p exhiben un pico importante de conductancia a voltaje cero
originado en las bandas de enerǵıa cero ABS/IBS y FPR para los dos primeros
y en los modos ABS con q = 0 para los casos quirales. En particular, las demás
simetŕıas d presentan dos resonancias para eV . ±∆(q = 0) atribuidas a los
estados ABS/IBS que enmarcan la zona de brecha efectiva. En todos los casos, a
medida que se incrementa el dopaje de la región central aparecen en medio de la
brecha efectiva una serie de picos adicionales correspondientes a las FPR.
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Se analizaron las propiedades de transporte de junturas sobre la superficie de aislantes
topológicos 3D en contacto con materiales ferromagnéticos y superconductores de onda
s mediante una adaptación del formalismo de la aproximación Hamiltoniana adaptado
implementado para el grafeno. Se estudió el efecto Hall cuántico anómalo semientero
(AQHE) en una juntura FF, la presencia de estados quirales de Majorana en una
juntura FS, y otras configuraciones de tres regiones, incluyendo una juntura NSN
para el desdoblamiento de pares de Cooper. Los resultados encontrados validan el
método implementado y las funciones de Green obtenidas constituyen los bloques de
construcción esenciales para futuros estudios sobre junturas en la superficie de aislantes
topológicos.
1. Se construyeron las funciones de Green para las regiones normales, magnéticas y
superconductoras de junturas sobre la superficie de aislantes topológicos siguien-
do el método de soluciones asintóticas. Para su derivación se resolvió la ecuación
BdG-Dirac para el Hamiltoniano superficial de un aislante topológico 3D, con un
término de masa tipo Zeeman para la región magnética, y con un parámetro de
orden convencional para la región superconductora. Con los estados propios obte-
nidos y adoptando condiciones de frontera artificiales de tipo “zigzag”simulando
barreras magnéticas, se construyeron las soluciones asintóticas para la construc-
ción de las funciones de Green.
2. Se calcularon la función de Green y la densidad espectral de una juntura FF con
ayuda de la ecuación de Dyson y los resultados del punto anterior, encontrándose
el estado quiral del AQHE semientero para una configuración de magnetizaciones
opuestas y una brecha de enerǵıa para el caso contrario. Procediendo de igual
forma para una juntura FS se encontró la relación de dispersión de los modos
quirales de Majorana, que son análogos a los IBS del grafeno. Haciendo uso del
formalismo de la aproximación Hamiltoniana se calculó la conductancia diferen-
cial transversal para estas junturas, encontrándose para la juntura FN un efecto
supresor de la magnetización M sobre la conductancia para voltajes dentro del
rango EF ± M , y para la juntura NS el perfil caracteŕıstico de las reflexiones
especulares de Andreev. Estos resultados validan la aplicabilidad de los métodos
implementados en este tipo de sistemas.
3. Se estudiaron las propiedades electrónicas y de transporte de las junturas NFN,
NFS, FNF y FNS sobre la superficie de aislantes topológicos 3D. En el caso de la
juntura NFN se observa en la densidad espectral de la interfase FN, la presencia
del estado de borde quiral del AQHE semientero para EF = 0 y FPRs para dopa-
jes distintos en las regiones laterales debido al ancho finito de la región F. Para
la juntura NFS se encuentran los estados quirales IBS y de Majorana además de
algunas FPR. En cuanto al transporte transversal, se encuentra que en el régimen
de bajos dopajes el incremento de la magnetización reduce la conductancia inter-
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brecha a excepción de un pequeño pico en eV = 0 asociado al estado quiral de
Majorana, mientras que en el régimen de alto dopaje la conductancia se reduce
globalmente, pasando de tener un perfil tipo “V”a uno convexo en la región inter-
brecha caracteŕıstico de las simetŕıas quirales de onda p. Se estudiaron también
las propiedades de una juntura FNF (o pozo cuántico magnético), encontrándose
el estado quiral interbrecha del AQHE para una configuración de magnetizaciones
opuestas. En la conductancia se observan algunas ondulaciones debidas a las FPR,
además de la zona de supresión de conductancia centrada en eV = 0 debida a las
magnetizaciones de los electrodos. La juntura FNS por su parte presenta estados
quirales IBS y de Majorana, y algunas bandas FPR tenues que se manifiestan en
la conductancia para altos dopajes de la región N.
4. Finalmente se estudiaron las propiedades de una juntura NSN para el desdobla-
miento de pares de Cooper. La densidad espectral en la interfase SN manifiesta
la presencia del remanente de un par de estados IBS en medio de la brecha, y
bandas FPR de cuasipart́ıculas originadas por el ancho finito de la región S. Se
calculó la conductancia no local de la juntura encontrándose que los dopajes de
las regiones laterales deben ser opuestos para favorecer los procesos de reflexiones
cruzadas de Andreev (CAR) sobre los de cotunelamiento elástico (EC). Debido a
la mediación de los estados IBS, la máxima eficiencia relativa de desdoblamiento
de pares de Cooper se obtiene para voltajes interbrecha cercanos a ∆. Para anchos
de la región central superiores a 0.5ξ las CAR dominan sobre el EC, y a partir
de este ancho la conductancia de ambos procesos decae monótonamente a cero.
Por otra parte, la eficiencia relativa de desdoblamiento de pares de Cooper se
incrementa gradualmente con el ancho hasta alcanzar un valor máximo estimado
del 85 % (para eV = 0.5∆).
Se estudió la fase topológica superconductora con simetŕıa de inversión temporal (TRI-
TOPS) que surge en un sistema conformado por una placa delgada del aislante to-
pológico Bi2Se3 en contacto con un superconductor convencional. Esta fase surge al
considerar una componente interparidad en el potencial de pares inducido y el efecto
de un campo eléctrico uniforme perpendicular a las superficies. El cálculo del invariante
topológico y la presencia de estados de Majorana en las fronteras evidencian la exis-
tencia de la fase TRITOPS en este sistema. Este hallazgo señala un nuevo mecanismo
para la obtención de esta fase en aislantes topológicos.
1. Se construyó un Hamiltoniano BdG para el sistema con un potencial de pares de
onda s y singlete de esṕın que involucra un acoplamiento intraparidad e interpa-
ridad. Para modelar una placa infinita de aislante 3D se implementó un modelo
de enlace fuerte derivado de la discretización del modelo de Zhang para el Bi2Se3,
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aunque expresado en la base del esṕın f́ısico. Esta expresión fue incorporada junto
al potencial de pares en el Hamiltoniano BdG. También fue incluido un campo
eléctrico normal a las superficies para modular la estructura de bandas del siste-
ma.
2. Se examinó anaĺıticamente el régimen ultradelgado, encontrándose que los esta-
dos del sistema en estado normal son autoestados del operador helicidad y su
doble-degeneración es rota por efecto del campo eléctrico. El calculo del inva-
riante topológico definido sobre los estados al nivel de Fermi, indica que el acople
interparidad debe ser en general mayor que la media geométrica de la contribución
intraparidad para inducir una fase topológica TRITOPS. Esta condición seŕıa sa-
tisfecha si se considera que la repulsión de Coulomb reduce el acople local entre
electrones. En una situación estándar existen solo dos estados de helicidad al nivel
de Fermi y los potenciales de pares efectivos inducidos sobre éstos son opuestos,
lo que da lugar a la fase topológica. El campo eléctrico normal a la placa regula
el tamaño de la región topológica en los diagramas de fase.
3. La hibridización entre estados de distinta capa induce una pequeña brecha de
enerǵıa que se reduce al incrementar el número de capas del aislante, y con esta
el potencial qúımico necesario para inducir la fase topológica. Este incremento
a su vez introduce nuevas bandas, lo que eventualmente induce una transición
de fase topológica. En la fase topológica (trivial) la brecha superconductora se
incrementa (decae) exponencialmente con el número de capas, haciéndose cero en
la transición de fase topológica.
4. Siguiendo la metodoloǵıa expuesta en el numeral 1, se calculó el espectro de una
placa con bordes (o nanoalambre) encontrándose para el caso trivial una brecha
de enerǵıa libre, y para el caso topológico dos pares de Kramers-Majorana en
medio de la brecha, un par de estados contrapropagantes en cada frontera lateral,
lo que confirma la existencia de la fase TRITOPS.
Esta tesis ha dado lugar a dos art́ıculos titulados:
1. Subgap states in two-dimensional spectroscopy of graphene-based superconductin
hybrid junctions, [231]
2. Proximity induced time-reversal topological superconductivity in Bi2Se3 films wit-
hout phase tuning, [232]
y está en preparación un tercer art́ıculo sobre los resultados del caṕıtulo 4.
126 6 Conclusiones y perspectivas
6.2. Perspectivas
Se sugiere avanzar o profundizar en las siguientes direcciones implementando los métodos
y resultados obtenidos en esta tesis:
1. Extender el estudio del transporte en junturas superconductoras sobre la superficie
de aislantes topológicos para algunas simetŕıas no convencionales de onda p y d y
magnetizaciones con orientación arbitraria.
2. Estudiar el efecto Josephson sobre la superficie de aislantes topológicos considerando
simetŕıas no convencionales y el efecto de campos de intercambio en la región interme-
dia.
3. Analizar las propiedades de trasporte de superredes magnéticas y superconductoras
sobre la superficie de aislantes topológicos.
4. Estudiar las propiedades de transporte de junturas magnéticas y superconductoras
en nanoalambres de aislante topológico mediante el método recursivo de funciones de
Green.
5. Extender el estudio de las propiedades de transporte mediante el formalismo de la
aproximación Hamiltoniana para otros sistemas 2D descritos por un modelo efectivo
k · p, haciendo énfasis en la caracterización de los estados de interfase presentes.
Apéndice A
Coeficientes matriciales para grafeno
superconductor semi-infinito
Las soluciones asintóticas evaluadas en x = x′ = 0 son
ψe< (0) = ψ
e
− (0) + reψ
e







u0 + u0re + v0rh
u0e







−iϕ+ − u0rhe−iαhe−iϕ− − v0e−iαee−iϕ−
 ,
ψh< (0) = ψ
h
































iαhe−iϕ+ − u0r′he−iαhe−iϕ− + v0r′eeiαee−iϕ+
 .
Aplicando las condiciones frontera ψµ< (xI = 0) |B = 0 y solucionando el sistema se obtiene
















de forma análoga para las condiciones ψµ< (xI = 0) |A = 0 se obtiene (3-27). Haciendo uso de



























































(τz ⊗ σ̃x) ,
en donde intervienen los productos
1) ψe< (x) ψ̃
eT













2) ψh< (x) ψ̃
hT

















3) ψe< (x) ψ̃
hT













4) ψh< (x) ψ̃
eT

















5) ψe> (x) ψ̃
eT













6) ψh> (x) ψ̃
hT

















7) ψh> (x) ψ̃
eT













8) ψe> (x) ψ̃
hT

















De estos productos solo los de la forma ψµ±ψ̄
µT
∓ no dependen de x. Agrupando términos
con la misma dependencia espacial se encuentran las siguientes expresiones 1) para ei2kex
Ĉeere + Ĉher
′












e + Ĉehre − Ĉ ′eerh − Ĉ ′her′h = 0,
5) para e−i(ke+kh)x se obtiene Ĉeh = 0,
6) para ei(kh+ke)x se obtiene Ĉhe = 0,
7) para e−i(kh+ke)x se obtiene Ĉ ′eh = 0,
8) para ei(ke+kh)x se obtiene Ĉ ′he = 0,









− (0)−Ĉ ′eeψe+ (0) ψ̃eT− (0)−Ĉ ′hhψh− (0) ψ̃hT+ (0) =
i
~vF
(τz ⊗ σ̃x) ,
de aqúı que
Ĉµν = Ĉµµδµν , (A-3)
Ĉµµ = Ĉ
′






X ≡ ψe< (0) ψ̃eT> (0) + ψh< (0) ψ̃hT> (0)− ψe> (0) ψ̃eT< (0)− ψh> (0) ψ̃hT< (0) (A-4)
= ψe− (0) ψ̃
eT
+ (0)− ψe+ (0) ψ̃eT− (0) + ψh+ (0) ψ̃hT− (0)− ψh− (0) ψ̃hT+ (0) .



















































































0 A 0 D
A 0 ei(ϕ++ϕ−)F 0
0 F 0 B











































Aśı se obtiene el coeficiente matricial (3-31)
X−1 =
2
u20 (FD − AB)

0 −B 0 F ei(ϕ++ϕ−)
−B 0 D 0
0 De−i(ϕ++ϕ−) 0 −A








0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0


0 −B 0 F ei(ϕ++ϕ−)
−B 0 D 0
0 De−i(ϕ++ϕ−) 0 −A








−B 0 D 0
0 −B 0 F ei(ϕ++ϕ−)
−F 0 A 0
0 −De−i(ϕ++ϕ−) 0 A
 .
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La función de Green evaluada en x = ε+ y x′ = ε− está dada por











Calculando la suma de productos
ψe> (0) ψ̃
eT























































Ψ11 0 Ψ13 0
−A 0 −ei(ϕ++ϕ−)F 0
Ψ31 0 Ψ33 0
−e−i(ϕ++ϕ−)D 0 −B 0
 ,
con




h) + (1 + re + Γ0rh)




















































































−B 0 D 0
0 −B 0 F ei(ϕ++ϕ−)
−F 0 A 0
0 −De−i(ϕ++ϕ−) 0 A


Ψ11 0 Ψ13 0
−A 0 −ei(ϕ++ϕ−)F 0
Ψ31 0 Ψ33 0















0 0 1 0
 .
Apéndice B
Coeficientes matriciales para regiones
finitas de aislantes topológicos


























































(τz ⊗ σy) .
Agrupando términos con la misma dependencia espacial se obtienen las siguientes ecua-
ciones 1) ψe+ (x)ψ
eT
+ (x)(





























































































































































D − Ĉ ′eereD − Ĉ ′ehre′D = 0,



































































































































































(τz ⊗ σy) ,















































































































































































































































] = − i
~v
(σy ⊗ τz) .
Asumiendo una relación de proporcionalidad de la forma
Ĉhh = XĈee, Ĉeh = Y Ĉee, Ĉhe = ZĈee, (B-3)

















































































































1− re′I rhD − rh′I rh′D
,
Desarrollando los cuatro corchetes en la ecuación 5) se obtienen los siguientes resultados

















































0 −A −B 0
A 0 0 −B
B 0 0 −C
0 B C 0
 ,
con
A = (1− reIreD) cosαe + Γ20rhI rhDcosαh, (B-5)
B = −Γ0
(
(1− reIreD) cosαe + rhI rhDcosαh
)
,


















































0 −D −E 0
D 0 0 −E
E 0 0 −F
































































0 −G −H 0
G 0 0 −H
H 0 0 −I


























































0 −J −K 0
J 0 0 −K
K 0 0 −L












Dcosαh − re′I reDcosαe
)
,
L = rh′I r
h
Dcosαh − Γ20re′I reDcosαe.
Reemplazando los resultados a),b),c) y d) en la ecuación 5) se obtiene
0 −P −Q 0
P 0 0 −Q
Q 0 0 −R
0 Q R 0
 = −Ĉ−1ee 2~vF (σy ⊗ τz) ,
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con
P = A+XD +GY + JZ,
Q = B +XE +HY +KZ,
R = C + Y I + FX + LZ.







R 0 0 Q
0 R −Q 0
0 Q −P 0
−Q 0 0 −P
 . (B-8)
Para el caso de una región normal magnética finita rhL(R) = r
e′
L(R) = 0. Aśı el sistema de













































































































(τz ⊗ σy) .
De las cuatro primeras ecuaciones se obtiene
Ĉµν = Ĉµµδµν ,
y asumiendo simetŕıa electrón-hueco
Ĉee = Ĉhh.




(τz ⊗ σy)X−1, con
















reemplazando los espinores se encuentra
X =

0 −A 0 0
A 0 0 0
0 0 0 −B

















Aśı, se obtiene la expresión (4-16)




0 −i 0 0
i 0 0 0
0 0 0 i
0 0 −i 0
 1AB

0 B 0 0
−B 0 0 0
0 0 0 A














Función de Green de una juntura NS
con interfase tipo zigzag
Colocando la interfase en x = 0 y considerando x, x′ < 0, la ecuación de Dyson está dada
por (g(ε+, x′) = 0)
G(x, x′) = g(x, x′) + g(x,−ε−)Σ̂IDG(ε+, x′),
en donde
G(ε+, x′) = g(ε+, ε−)Σ̂DIG(−ε+, x′),
G(−ε+, x′) = g(−ε+, x′) + g(−ε+,−ε−)Σ̂IDG(ε+, x′).
De estas dos ecuaciones se obtiene
G(ε+, x′) = g(ε+, ε−)Σ̂DI
[
g(−ε+, x′) + g(−ε+,−ε−)Σ̂IDG(ε+, x′)
]
= g(ε+, ε−)Σ̂DIg(−ε+, x′) + g(ε+, ε−)Σ̂DIg(−ε+,−ε−)Σ̂IDG(ε+, x′),
G(ε+, x′)− g(ε+, ε−)Σ̂DIg(−ε+,−ε−)Σ̂IDG(ε+, x′) = g(ε+, ε−)Σ̂DIg(−ε+, x′),[
1− g(ε+, ε−)Σ̂DIg(−ε+,−ε−)Σ̂ID
]
G(ε+, x′) = g(ε+, ε−)Σ̂DIg(−ε+, x′).
Aśı
G(ε+, x′) = MDg(ε







G(x, x′) = g(x, x′) + g(x,−ε−)Σ̂IDMDg(ε+, ε−)Σ̂DIg(−ε+, x′).
y evaluada en la interfase (x = −η+,x′ = −η−)
G(−η+,−η−) = g(−η+,−η−) + g(−η+,−ε−)Σ̂IDMDg(ε+, ε−)Σ̂DIg(−ε+,−η−). (C-1)
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Teniendo en cuenta que g(−η+,−η−) = g(−η+,−ε−) = g(−ε+,−ε−) y g(−ε+,−η−) =
g(−ε−,−ε+) se obtiene la expresión (3-45). La función de Green para un superconductor







S11 0 S13 0
S 0 0 0
S31 0 S33 0
0 0 −S 0
 , (C-2)






0 −σN 0 0
0 G22 0 0
0 0 0 σN







0 0 0 0
N G22 0 0
0 0 0 0
0 0 −N G44
 . (C-4)
a) Cálculo de MD
1− g(ε+, ε−)Σ̂DIg(−ε+,−ε−)Σ̂ID =
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
− −iV 1S

S11 0 S13 0
S 0 0 0
S31 0 S33 0
0 0 −S 0
 t

0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1







0 −σN 0 0
0 G22 0 0
0 0 0 σN
0 0 0 G44
 t

0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0


















t2G44S33 + 1 0





A 0 D 0
B 1 0 0
E 0 F 0





A 0 D 0
B 1 0 0
E 0 F 0







F 0 −D 0
−BF −W BD 0
−E 0 A 0
EG 0 −AG −W
 = 1X

M11 0 M13 0
M21 X M23 0
M31 0 M33 0
M41 0 M43 X
 ,
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en donde
































(G22S11 +G44S33) + 1. (C-5)
Aśı







0 −σN 0 0
0 G22 0 0
0 0 0 σN








0 −σN 0 0
0 G22 0 0
0 0 0 σN
0 0 0 G44
 t

0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −1 0
 1X

M11 0 M13 0
M21 X M23 0
M31 0 M33 0







S11 0 S13 0
S 0 0 0
S31 0 S33 0
0 0 −S 0
 t

0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 0 0
 −iV 1N

0 0 0 0
N G22 0 0
0 0 0 0






F11 F12 F13 F14
F21 F22 F23 F24
F31 F32 F33 F34





2t2σ (M11S11 +M13S31) ,
F21 = −Nt2G22 (M11S11 +M13S31) ,
F31 = N
2t2σ (M31S11 +M33S31) ,
F41 = Nt
2G44 (M31S11 +M33S31) ,
F12 = Nt
2σG22M11S11 −N2SV 2σX +Nt2σG22M13S31,
F22 = NSV
2XG22 − t2G222M13S31 − t2G222M11S11,
F32 = Nt
2σG22 (M31S11 +M33S31) ,
F42 = t
2G22G44 (M31S11 +M33S31) ,
F13 = N
2t2σ (M11S13 +M13S33) ,
F23 = −Nt2G22 (M11S13 +M13S33) ,
F33 = N
2t2σ (M31S13 +M33S33) ,
F43 = Nt
2G44 (M31S13 +M33S33) ,
F14 = −Nt2σG44 (M11S13 +M13S33) ,
F24 = t
2G22G44 (M11S13 +M13S33) ,
F34 = N
2SV 2σX −Nt2σG44M31S13 −Nt2σG44M33S33,
F44 = NSV
2XG44 − t2G244M33S33 − t2G244M31S13,
y el denominador común D de todos los elementos es
D = V 3N2SX. (C-6)
Apéndice D
Estados interbrecha de las junturas
NS y NN a base de grafeno
Para el grafeno los parámetros en la expresión (C-6) son (Φ = e−i∆ϕ, σ = 1)
S = 1− Γ20Φ, (D-1)





























en donde se ha considerado un superconductor muy dopado. El factor N no presenta raices
reales para la enerǵıa.
1) Para el factor S (estados ABS)
Ω =
√








S = 1− ΦΓ20 = 1− Φ
E −
√
E2 − |∆ (θ)|2
E +
√
E2 − |∆ (θ)|2

=
E (1− Φ) + (1 + Φ)
√
E2 − |∆ (θ)|2
E +
√

























E2 − |∆ (θ)|2
(


















































Φ−1/2 (Ω cos (∆ϕ/2)− iEsen (∆ϕ/2)) ,
obteniéndose en el numerador la relación de dispersión de los estados ligados de Andreev
(ABS). Los demás factores en el denominador contienen información sobre la quiralidad de
estos estados para los casos χd/p.













































































E (1 + Φ) + (1− Φ) Ω
E (Φ− 1)− (1 + Φ) Ω
, (D-5)
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C − E (1 + Φ) + (1− Φ) Ω





E (Φ− 1)− (1 + Φ) Ω





) Ω (C (Φ− 1)− (1 + Φ))




− (C (1 + Φ) + (1− Φ))





E (Φ− 1)− (1 + Φ) Ω
Ω2 (C (Φ− 1)− (1 + Φ))2







(C (1 + Φ) + (1− Φ))





(1− Φ) + C (1 + Φ)
C (Φ− 1)− (1 + Φ)
(D-6)
= −C cos (∆ϕ/2) + isen (∆ϕ/2)















































= −C cos (∆ϕ/2) + isen (∆ϕ/2)√
C2 − 1
.













en donde el denominador que contiene la información de la quiralidad está dado por
ΛX =
E (Φ− 1)− (1 + Φ) Ω
(e−iαefe + eiαhfh) (1− Z2)
E[C(Φ−1)−(1+Φ)]−Ω[(1−Φ)+C(1+Φ)]
(C(Φ−1)−(1+Φ))2 . (D-8)










k ' sgn (EF )
√
k2F − q2 = iκ,







para q → kF , k → 0
E = ± |∆ (θ)|
kF
k
cos (∆ϕ/2) + isen (∆ϕ/2)√(
kF
k







→ ±|∆ (θ)| cos (∆ϕ/2) .



















= (C cos (∆ϕ/2) + isen (∆ϕ/2))2 |∆ (θ)|2 ,













|∆ (θ)|2 sen2 (∆ϕ/2)− C2 |∆ (θ)|2 = iC |∆ (θ)|2 sen (∆ϕ) ,






















|∆ (θ)|4 sen2 (∆ϕ/2)
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+C2 |∆ (θ)|4 sen2 (∆ϕ) = 0,


























































|∆ (θ)|4 sen2 (∆ϕ) = 0,
multiplicando por E4 y definiendo η2 = sen2 (∆ϕ/2)
E4 (~vF q)4 +
(




E2 − (~vF q)2
)
(~vF q)2 |∆ (θ)|2
+
(
2E2 − (~vF q)2
)2 |∆ (θ)|4 η4
+2E2
((
E2 − (~vF q)2
)2 − E4) |∆ (θ)|2 η2
−2
(
E2 − (~vF q)2
) (












Aśı se obtiene una ecuación bicuadrada para la enerǵıa
η2E
4 + η1E
2 + η0 = 0, (D-9)




+ |∆ (θ)|4 ,




(qvF~)2 + |∆ (θ)|2
)
,









(qvF~)2 + |∆ (θ)|2
]
± 2η (~vF q)3 |∆ (θ)|3










(qvF~)2 + |∆ (θ)|2
]
(1− η2)
(qvF~)4 − 2 (qvF~)2 |∆ (θ)|2 (2η2 − 1) + |∆ (θ)|4
. (D-10)
Para |∆ (θ)|  ~vF q




= |∆ (θ)|2 cos2 (∆ϕ/2) .








en donde ∆k = ke − kh. Aśı
E = ± |∆ (θ)| C cos (∆ϕ/2) + isen (∆ϕ/2)√
C2 − 1
,










= ± |∆ (θ)| (cos (d∆k) cos (∆ϕ/2) + sen (d∆k) sen (∆ϕ/2)) ,
obteniéndose aśı la expresión (3-65)






Considérese ahora una juntura NN de dos regiones semi-infinitas de grafeno con diferente
dopaje. Ahora la función de Green derecha (C-2) hace referencia a una región normal por lo
















V 2 + t2G22S11
) (
V 2 + t2G44S33
)
. (D-13)
Para el caso de láminas semi-infnitas de grafeno (izquierda αµ, derecha βµ) los parámetros
de las funciones de Green son
S = N = 1, (D-14)
G22 = e
−iαe , G44 = e
iαh ,
S11 = e
−iβe , S33 = e
iβh ,























= −eiαeeiβh = ~vF (κI + q)
EFI + E
~vF (κD + q)
EFD + E
,












(EF + E)− ~vF q = ~vκI =
√
(~vF q)2 − (E + EF )2,(
± t
~vF
(EF + E)− ~vF q
)2






(EF + E)∓ 2tq
]
(EF + E) = 0.
Finalmente se encuentra la relación de dispersión parar los estados de borde zigzag (3-67)
E = ± 2t (~v)
2
t2 + (~v)2
q − EF . (D-15)
Apéndice E
Conductancia sobre la superficie de
un aislante topológico
Para calcular la corriente a través de la juntura, es conveniente considerar el transporte
a través de uno de los dos contactos de la juntura, en este caso, el contacto izquierdo. Aśı,
la juntura puede dividirse en dos regiones, izquierda y derecha respecto a este contacto y el
Hamiltoniano de la juntura (4-43) toma la forma
H (τ) = HI +HC +HIC (τ) , (E-1)
en donde HI y HC son los Hamiltonianos sin perturbar que describen las regiones izquierda
I y derecha C de la interfase, y HIC = HTI es el Hamiltoniano que acopla las dos regiones
HIC(τ) = t
∫
dqĉ†q,I↓ (τ) b̂q,I↑ (τ) + h.c., (E-2)
siendo t = ~vF la amplitud de salto entre las dos regiones y en donde los operadores de
destrucción fermiónicos están dados por
ĉq,I↓ (τ) = e
−iEτ/~eieV τ/~ĉq,I↓, b̂q,I↑ (τ) = e
−iEτ/~b̂q,I↑. (E-3)










〈[NI (τ) , H (τ)]〉 , (E-4)
en donde NI (τ) es el operador número de la región I
NI (τ) =
∫
dqĉ†q,I↓ (τ) ĉq,I↓ (τ) . (E-5)
Asumiendo que en el equilibrio
[
NI (τ) , HI/C (τ)
]




〈[NI (τ) , HIC (τ)]〉 . (E-6)
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Haciendo uso de las relaciones de anticonmutación se obtiene las relaciones[
ĉ†q′,I↓ (τ) ĉq′,I↓ (τ) , ĉ
†
q,I↓ (τ) b̂q,I↑ (τ)
]
= ĉ†q′,I↓ (τ) b̂q,I↑ (τ) δ (q − q
′) , (E-7)[
ĉ†q′,I↓ (τ) ĉq′,I↓ (τ) , b̂
†
q,I↑ (τ) ĉq,I↓ (τ)
]













b̂†q,I↑ (τ) ĉq,I↓ (τ)
〉)
. (E-8)







































































































en donde Tc es el operador de ordenamiento temporal de Keldysh, D̂q,i (τ) =
(
d̂q,i↑ (τ) , d̂q,i↓ (τ) , d̂
†





i = I, C y los ı́ndices α, β = ± indican las ramas temporales en el contorno de Keldysh.










































Desde aqúı se omitirá en la notación la dependencia con E y q. Las funciones de Green




































en donde Σa,rIC = (Σ
a,r
CI)
























































































† [g+−I t̂G−+CC − g−+I t̂G+−CC]) . (E-16)













g+−i = 2πiρ̂in̂i, g
−+





























− (2π)2 ρ̂I t̂ĜrCC t̂†ρ̂I n̂I t̂ĜaCC + (2π)






− (2π)2 ρ̂I t̂ĜrCC′ t̂ρ̂Dn̂D t̂†ĜaC′C + (2π)
















†ρ̂I − t̂ĜrCC t̂†ρ̂I n̂I
]
t̂ĜaCC .

























en donde se ha introducido el factor 2 adicional atribuido al otro canal de esṕın. La conduc-




= σQ + σA, (E-20)





































δ (E − eV ) 0 0 0
0 δ (E − eV ) 0 0
0 0 −δ (E + eV ) 0
0 0 0 −δ (E + eV )
 . (E-23)
Por otra parte, si se asume que el potencial actúa sobre el electrodo derecho (ĉq,I↓ (τ) =
e−iEτ/~ĉq,I↓, b̂q,I↑ (τ) = e




















Estados de las interfases FF y FS
sobre un aislante topológico
Considérese una juntura FF de dos regiones semi-infinitas de aislante topológico con
diferente magnetización y dopaje cero (S13 = S31 = 0). Para este caso los parámetros de las
funciones de Green asociadas a (C-5) son (izquierda αµ, derecha βµ)
V = i~vF , S = 1, (F-1)
N = 1, σ = −1, t = ~vF ,
S11 = iLDe
−iβe , S33 = iNDe
−iβh ,
G22 = iLI,ee
−iαe , G44 = iLI,he
−iαh .
Aśı el factor X en el denominador (C-6) está dado por












−iαee−iβe + 1 = 0.













LI,eLD = −eiαeeiβe ,
(E −MI) (E +MD) =
(√
(~vF q)2 − E2 +M2I + ~vF q
)(√
(~vF q)2 − E2 +M2D + ~vF q
)
.
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Si se asume que E2 = (~vF q)2
(E −MI) (E +MD) = (|MI |+ ~vF q) (|MD|+ ~vF q) ,






que es consistente con la elección E2 = (~vF q)2. Para sgn (MD) = −sgn (MI) se obtiene un
resultado análogo
E =
|MI | |MD|+MIMD + ~qvF (|MI |+ |MD|)
MD −MI
=
|MI | |MD|+ sgn (MI) sgn (MD) |MI | |MD|+ qvF~ (|MI |+ |MD|)
|MD| sgn (MD)− |MI | sgn (MI)
= −qvF~ (|MI |+ |MD|) sgn (MI)
|MD|+ |M |
= −sgn (MI) ~vF q.
Por otra parte para sgn (MD) = sgn (MI) no existe solución quiral.
Considérese ahora el caso de una juntura FS de dos regiones semi-infinitas de aislante to-
pológico. Los parámetros de las funciones de Green asociadas a (C-5) están dados por
V = i~vF , S = E, (F-2)
N = 1, σ = −1, t = ~vF ,
S11 = S33 = iΩ,


















































































































E2 − |∆|2 − CE
(LI,ee−iαe + LI,he−iαh) (1− C2)
.
De aqúı que la relación de dispersión de los estados IBS sea (4-70)
E = ± |∆|√
1− C2
.
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luego el factor X toma la forma
X = E
(










((E −MI) (κ+ q) + (E +MI) (κ− q))
= E
(
































































































































E2 − (~vF q)
2 |∆|2
(MI − |∆|)2 + (~vF q)2
)(
E2 − (~vF q)
2 |∆|2
(MI + |∆|)2 + (~vF q)2
)
.
Aśı las ráıces de este factor están dadas por
E2 =
(~vF q)2 |∆|2
(MI ± |∆|)2 + (~vF q)2
, (F-4)
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[114] R. Akiyama, K. Sumida, S. Ichinokura, R. Nakanishi, A. Kimura, K. A. Kokh, O. E.
Tereshchenko, and S. Hasegawa, “Shubnikov–de Haas oscillations in p and n-type to-
pological insulator (BixSb1−x)2Te3,” Journal of Physics: Condensed Matter 30, 265001
(2018).
[115] A. Dankert, P. Bhaskar, D. Khokhriakov, I. H. Rodrigues, B. Karpiak, M. V. Kamala-
kar, S. Charpentier, I. Garate, and S. P. Dash, “Origin and evolution of surface spin
current in topological insulators,” Phys. Rev. B 97, 125414 (2018).
[116] W. Ko, G. D. Nguyen, H. Kim, J. S. Kim, X.-G. Zhang, and A.-P. Li, “Accessing
the Intrinsic Spin Transport in a Topological Insulator by Controlling the Crossover
of Bulk-to-Surface Conductance,” Phys. Rev. Lett. 121, 176801 (2018).
[117] X.-L. Qi, T. L. Hughes, and S.-C. Zhang, “Topological field theory of time-reversal
invariant insulators,” Phys. Rev. B 78, 195424 (2008).
[118] T. Yokoyama, Y. Tanaka, and N. Nagaosa, “Anomalous magnetoresistance of a two-
dimensional ferromagnet/ferromagnet junction on the surface of a topological insula-
tor,” Phys. Rev. B 81, 121401 (2010).
[119] L. Brey and H. A. Fertig, “Electronic states of wires and slabs of topological insulators:
Quantum Hall effects and edge transport,” Phys. Rev. B 89, 085305 (2014).
[120] C.-Z. Chang, J. Zhang, X. Feng, J. Shen, Z. Zhang, M. Guo, K. Li, Y. Ou, P. Wei,
L.-L. Wang, Z.-Q. Ji, Y. Feng, S. Ji, X. Chen, J. Jia, X. Dai, Z. Fang, S.-C. Zhang,
K. He, Y. Wang, L. Lu, X.-C. Ma, and Q.-K. Xue, “Experimental Observation of the
Quantum Anomalous Hall Effect in a Magnetic Topological Insulator,” Science 340,
167–170 (2013).
[121] Y. Xu, I. Miotkowski, C. Liu, J. Tian, H. Nam, N. Alidoust, J. Hu, C.-K. Shih, M. Z.
Hasan, and Y. P. Chen, “Observation of topological surface state quantum Hall effect
in an intrinsic three-dimensional topological insulator,” Nature Physics 10, 956 EP –
(2014).
[122] C.-Z. Chang, W. Zhao, D. Y. Kim, H. Zhang, B. A. Assaf, D. Heiman, S.-C. Zhang,
C. Liu, M. H. W. Chan, and J. S. Moodera, “High-precision realization of robust
quantum anomalous Hall state in a hard ferromagnetic topological insulator,” Nature
Materials 14, 473 EP – (2015).
[123] Z. Wu, F. M. Peeters, and K. Chang, “Electron tunneling through double magnetic
barriers on the surface of a topological insulator,” Phys. Rev. B 82, 115211 (2010).
[124] S. Mondal, D. Sen, K. Sengupta, and R. Shankar, “Tuning the Conductance of Dirac
Fermions on the Surface of a Topological Insulator,” Phys. Rev. Lett. 104, 046403
(2010).
BIBLIOGRAFÍA 167
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